TNIBYSXE LiMITES DE FUNCIONES.

CONTINUIDAD

Pagina 242

Algunos limites elementales

B Utiliza tu sentido comiin para dar el valor de los siguientes limites:

a) lim x2, lim x3, lim (x3-3x2)
X — +oo X — +oo X — +oo
b) lim x2?, lim x3, lim (x3-x2%)
X —>—o0 x —>—oo x ——o0
o) lim x2, lim x3, lim (x3-5x2+3)
x—2 x—2 x—2
. 1 . 1 .
d lim —, im —, lim
X — +oo X X — +oo X X — +oo X +1
_ 1 _ _
e) lim —, lim —, lim —
x> -0 X x>0 X x—>—oo X7+ 1
_ 1 . 1 . X
f) lim —, lim —, lim ——
x—>2X x—>2X xo2x°+1
® Iim L, lim —, im ——
x—>0X x—>0X xo>ox“+1
3 3 2
X x° —-5x
h) lim lim
Kot X2+ 1 Xt X2+ 1
2
i) lim lim
x—)—oox2+1’ X —>—0 3X+5
Q) lim x?%= +oo; lim X3 = +oo; lim (x3 —3x2) = +oo
X — +oo X — +oo X — +oo
b)  lim X% = +oo; lim x3 = —oo; lim (&3 —x%) = —o0
X = —co X —>—co0 X —>—o0
o lim x?* =4 lim x3=8; lim (x3—5x%+3)=-9
x—2 x—2 X —2
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_ 1 _ _
d lim — =0 lim L 0; lim =
X — too X X — +oo X2 x— oo X2+ 1
_ _ _ 1 _ _ _
e lim — =0 lim — =0 lim =
X —>—oc0 X X ——o0 X x——eo x°+ 1
_ 1 1 _ 1 _ 2
0 lim ===, lim — = — lim ==
x—2X 2 xX—=2X 4 x—>2x2+1 5
.1 .1 , P
) lim — = +oo; lim — = —oo; Zml=+°°, lim =
x—>0" X x>0 X x—0 x?2 x—0x%+1
3 2
P . X9 -5x
h) lim = too lim X" _ oo
,x—)+<>ox2+1 X — +oo x2+1
3 2
D lim — = —oo; lim = —oo
x> —e X°+ 1 X——c0 X +5
Exponenciales y logaritmicas
B A lavista de estas graficas, asigna valor a los siguientes limites:
y=log,x
o o (LY y=27
y=2=5]
y=log, ,x
a) lim 2%, lim 2% b) lim 27, lim 2%
X — —oo X — +oo X — —oo X —> +oo

c) lim log,x, lim log,x,
x—0

lim log,x
X — —oo +

X —

oo

d) bm log,,x, lm log,,x, lim log ,6x
X —> —oo x—>0 X —> +oo

a) lim 2¥=0, lim 2%=+c
X — —o0 X — +oo

b) lim 2% =+, lim 27°=0

X — —oo X —> +oo
© lim log,x no existe, [im log,x =—, [lim log,x =+
X — —o0 x—0* X — +oo

& lim log,,x no existe, lim 10g,,x = +oo,  lim l0g,,x = —eo
X — —o0 x—0 X —> +oo
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Con la calculadora

B Repite tii mismo las operaciones:

1\1 1\2
n=1—>a1=(1+T)=2 n=2%a2=(1+5)=2,25
1\3 1\4
n=3 - a3=(1+g) =2,37... n=4 — u4=(1+Z) = 2,44...

Calcula los términos as, ag, a,, dg, Ay 'y dy, Y observa que cada uno de ellos
es algo mayor que el anterior.

1 5 1 6

6i5=(1 +g) = 2,488... d6=(1+€) =2521...
1Y _ . 1)®

a7=(1 +7) = 2,546 a8=(1+§) =2,565...
1y 1\

a9=(1 +§) =2581... a10=(1+ﬁ) =2593...

B Calcula:
2100 21000 41000000 1000000 000

Observa que el resultado cada vez se aproxima mas al nimero e:

e =2,7182818284...

n
¢Te parece razonable que lim (1 + %) =e?

n— +oo
1 100
alOO = (1 + m) = 2,704
1 1000
;000 = (1 + oo ) =2716...

1 1000000
“omn= (1 Toog] <2718
1 1000000000
oo = 1+ To065005] T 271881
n
lim (1 + l) =e
71 — +oo n

B Comprueba, siguiendo el mismo procedimiento, la siguiente igualdad:
n
lim (1 - l) =1

n—> +oo n e
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1 n
Llamamos a, = (1 - —)
n

1 100
g = (1 - m) = 0,300...

=0,307...

1 \tooo
Ay 000 = (1 - )
1000

1 1000000
1000000 — (1 - m) =0,367...
1 1000000000
41000000000 (1 - m) = 0,367879...

% = 0,3678794412. ..
lim (1 — —)n -1
e
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1.Si u(x) > 2 y v(x) > -3 cuando x — +oo, calcula el limite cuaando x — +~ de:

a) u(x) + v(x) b) v(x)/u(x) ©) 54
d) Vo (x) &) u(x) - v(x) £) Vu(x)
p _ _ 3 x) _ 3

o lim 5HX) = 52 = 25

d) lim Vo(x) no existe

X = +oo X —> +oo
o lm [u@ - v@]=2-3)=-6 n im Nulo =2
X — +oo X —> +oo

2.Si u(x) >-1y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — +o de:

a) u(x)—v(x)
d) log, v(x)

) lim u —-v@]=-1-0=-1
X —> +oo

N g, VO _ 0 _

o xli"im ulx) -1 0

b) v(x)—u(x)
e)ulx) v(x)

o) v(x)/u(x)
f) Vu (x)

b lim W) -—u)l=0-(1=1

X = +oo

d lim log,v(x) = {—00 si v(x) = 0°

X —> 400

e) lim [ulx)  -v))=-1-0=0

X —> +oo
6 tim VuGo = V-1 =1
X —> +oo
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3. Halla los siguientes limites:
a) lim (x%+3x—x3)

X —> +oo

Q) lim (x?+3x—x3) = —o0
X —> +oo

4. Calcula estos limites:

a) lim VaZ+ 2

X — +oo

3
Q) lim Nx?+2 = +oo

X —> +oo

Unidad 9. Limites de funciones. Continuidad

no existe si v(x) — 0

b) lim (-5 -2%%)

X —> +oo

b) lim (=5:2%) =—oo

X —> +oo
b) lim (=2log,, x)
X — +oo

b) lim (=2log,, x) = -0

X —> oo
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5. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (x«~) cuando x — +co:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5% ©) -1,5%
d) log, x e 1/(x3+1) ) Vx
Q) 4% h) 47~ i) —4*

) lim Bx—Vx +1) =40 — S

X —> +oo

b) Iim 05*=0 — No

X —> +oo

o lim (-1,5%) =-c — i

X —> +oo

d) lim log,x =+ — Si
X = +oo

=0 — No

e lim
x> +eo x° + 1

£) Iim Vx =4 — S

X = +oo

Q) lim 4% =+ — S
x> oo

h lm 4%=0 — No

X —> +oo

D lim —4¥=-o — Si
X —> +oo

6. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:
log,x x x? 3x5 15% 4~
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
log, x 345 ﬂ

> lim

lim lim
X — +oo l’sx

X —> +oo X X —> too X

4% 15% 3% x2 x log,x

log, x

b) lim =0
e s
5

lim 2 = oo
Xt X
Vx

lim =0
X —> +oo 1,5)6
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7. Sabiendo que, cuando x — +oo, f(x) — +o0, g(x) > 4, bh(x) = —o, u(x) — 0,
asigna, siempre que puedas, limite cuando x — +- a las expresiones siguientes:

a) f(x) — b(x) b) f(x)/) Q) f(x) + b(x)
d) f(x)* ) f(x) - b(x) £) 2 (x)* ™

) f(x)/b(x) h) [-h(x)]*® i) g(x)?

j) u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D b (x)/u(x)
m) g(x)/u(x) n) x + f(x) ) f(a)P

0) x + h(x) p) h(x)P@® qQx~~

a)  lim (f(x)—b(x)) = +00 — (—00) = 400 + 00 = +oo

X = oo

b)Y lim QS = (+e0)** = too

X — +oo

o lim (f(x) + h(x) = +o0 + (=0) — Indeterminado
X = +oo

A lim f(0)F = +e0™ = oo
X — +oo

e) lim (f(x) . b(x)) = +o0 - (—00) = —oo
X —> too
)  lim u@"® =00 — Indeterminado
X —> +oo
)i SO Feo — Indeterminado
8 X i}”’;l-oo h(x) —oo

h)  lim [=h (0)1P® = [+oo]= = 0

X = oo

D lim g)PW =472 =0

i
T R
o tim L% - = e
b tim S
m) [lim M=i=iw

=]
=

x— oo U(X)

0 lim (x + f(X)) = +oo + (+00) = +oo
X = +oo

0 lim )P = (+e0)== =

X —> +oo
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o lim (x+ h(x) =+ + (=) — Indeterminado
X —> +oo

p)  lim h(x)"® = ()= — No existe
X —> +oo

qQ  lim x¥=(+0)"" =0

X —> +oo
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8. Las funciones f;, g, b y u son las del ejercicio propuesto 7 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si
es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x) b) f(x)/b(x) o) f(x)y ™™ d) f(x)P®
e) f(x)*™ £) u(x)?@ 2) [g(x)/4]/™ h) g(x)/™

) lim (f(x) + h(x)) = +oo + (—o0). Indeterminado.

X —> +oo

b) lim [ _ X Indeterminado.
x> oo P(X)  —oo

O Ilim [P = (+e0)** = +oo
X —> too

D lim fOP® = (+e0)™> = 0

X —> 400

e lim [)"® = (+0)0. Indeterminado.
X = +oo

£ lim u@)P® =07 = too
X —> +oo

(x)
g9 lim [%]fx = 1%, Indeterminado.

X —> +oo

h) lim g/ = 47 = +eo

X —> +oo
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1. Sin operar, di el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

) (x2-V2x+1) b) (x2 —2%) DVaZ+1 —Vx
d) 3¥ -2~ e) 55— Vad -2 f)\/;—logsx/*
) lim (22— V2x + 1) = +oo b)  lim (x*—2%) = —oo

X —> +oo X —> +oo
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O lim (Nx?+1-x) = +eo A lim (3% = 2%) = +oo

X —> too N
& lim (55— NxF=2) = 4o 0 tim (Vx - logg x%) = +eo
X — +oo Nt

2. Calcula el limite, cuando x — +o, de las siguientes expresiones:

x+2 x-2 2x24+1 2
2
) 3X*5 _x"-2 D VaZ+x —VaZ+1
2 X
e)2x—Vx2+x HVx+1 —Vx+2
(3345 A -x\_ . Bd D —2) - (4P -0 +2)
2) xlinix, x+2 x—2 xli)"fm (x + 2)(x—2)

3xt — 633 + 5x — 10 — 4x% — 83 + x% + 2x

= [lim 5 =
X = +oo X-—4
o A 14 2+ 710
= [lim =—
X = oo x?—4
3 _ 2 3 _ 3 _
b)  lim (———)= fim XA g, 20— X
x>t \ 22+ 1 2 x40 202x%+ 1) x— 4o 4x%+2
= lim —X__ -0
X = +eo 4x% + 2
2 2 a2 2
O lim (3x+5_x 2)= i DXTASX=2xP 44 XPA SN A
X — +oo 2 X X — +oo 2x X — +oo 2x

& lim (\/x2+x—\/x2+1)= lim (\/x2+x—\/x2+1)(\/x2+x+\/x2+1>=

x> oo x = +eo Va2 + o+ Va2 + 1
- gy Xt x-xt-1 x-1 _ 1 _1
xovo o +x+ Va2 + 1 xore VaZ+x+VxZ+1 112

o lim (- \aTrx) = gim eVl ) Qe Nt v x)

x = oo X = oo 2x + Va2 + x

_ 4x2 - x% - x , X2 — x
= Iim =~ = = [im 3

¥ tee Qv + V2 + 0 At 2+ V2 +
(x+1-Vw+2)Wx+1+Vx+2) _

= +oo

£) im (Nx+1-Vx+2)= lim
X = too X = teo Vx + 1 +Vx +2
lim xrl-x-2 lim -1 =0

vtV +1+Vx +2 xoteoVx+1+Vx+2
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3. Halla los siguientes limites cuando x — +co:

ofte ] wiss A"
oft+ 3y ofs+ 2"

X 5x11/5 _
a)  lim (1+5i) = lim (1 +5ix)j] = el/5

X —> +oo X X —> +oo

b) lim (S + %)Sx = 5% = oo

X —> +oo

s
O lim (1+—) =15=1

X —> +oo

& lim (1 + i)x = lim (1 " L)X/T =6

X —> +oo X —> +oo x/5

5 oX
e lim (5 + —) = 5% = too
X —> +oo X

1 5x
£ lim (1——) - lim
X

X —> too X —> too

(A e

4. Calcula estos limites cuando x — +oo:

1 )3x—2

a)(1+; 1

b1~ §)4x

LS -5

3x—2
a) [lim (1+l)x
X

X — +oo

b)  lim (1 - L)% = [lim [(1 + L)_Zx]_z =2

X — +oo 2x

3 3/5 i
o lim (1 + six) 2 im [(1 + Lx)’x] _ o35

X —> 400

5 -
& lim (1+i) ~15-1
2x

X —> +oo
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J) (1 + SLx)S
oli-2J"
o (1 . 5%)3”\:
f) (1 + Six)sx



3x —2x1-3/2
e lim (1 - i) - lim (1 + L) ] = 32
2x X = +oo —2x

£ tim (1 + i)sx = lim [(1 - )W]Z - 2
Sx X — too 536'/2
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1. Sin operar, di el limite cuando x — — de las siguientes expresiones:

) x2—\V2x+1 b) x2 + 2% c) x2-2%

d) x2-2—~ )2 *¥_3% ) VxS—1 —5%
g) 2% — x2 h) x2—Vx%-1 DVx+2 — a2
p3 -2~

a)  lim (xz—m)=+oo—(—oo)=+oo+oo=+oo

X — —oo

b)  lim  (x? + 2%) = +oo
X — —oo

o lim (x?—2%) = 4o
X —>—oo

d lim (x?—27) = —oo

X — —oo0

e Ilim Q7% —-3%)=—c

X —>—oo
£) fm (Vx> =1 —5%) no existe
X —>—oo
2 lim (2¥—x2)=—oo
X ——oo
h fm (0 —Nx* = 1) =-o0
X ——oo0
D iim (Nx+ 2 —x2) = —oo
X —> —oo

PDoolim (37 =27 = 4o

X — —oo0

2. Calcula el limite cuando x — — de las siguientes expresiones:

3 3_ 3
a) 3% *5_Axd-x ) P A A VaZ+x —VaZ+1
x+2 x—2 2x2+1 2
2
d)2x+Vx%+x e)Vx2+2x +x f)(1+é)x
x
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h)(

x? + x—1)3x—1
x2+2

3 3 3 3
D lim (3x +5  4x —x): lim (—3X +5 A —x

x—>—o\ X+ 2 x—2 x> 4o\ =X+ 2 —-x -2

3x% = 5x + 6x3 — 10 — 4ot + a2 + 8x% — 2 _

= [lim 5

X — +oo X —4
o x4+ X2 —T7x - 10
= [lim 5 =—

X —> 400 X*—4

3 3 _ 743 3
b)  lim (—x —£)= lim (—x +£)= R S
X ——oo\2x% + 1 2 X —> +eo \ 202 + 1 2 X —> +oo 42 + 2
= Iim —X— =0

X = +oo 4% + 2

o Iim (Nx2+x —Vx2+1)= fim (Va2 —x —Vx2+1)=

X — —oo X —> too

o W oAz v )W+ Va2 +1) xt-x—-x*-1 _

= lim = [lim =
X = +eo Va2 —x+ Va2 + 1 x—reo Va2 Zx+ Va2 + 1
lim -l S S

xoteo Va2 —x+Vx2+1  1+1 2

d tim x+Nx?+x)= him (2x+\Nx? - x) =

X —>—oo X — +oo

— im (—2x+'\lx2—x)(—2x—\lx2—x)= Iim 4x? —x?+x _
X = oo 2x—Nx?—x x 4o 2 —Vx? —x

= [lim SA: = —oo

x>+ 2 —\x? —x

e Iim (Nx?+2x +x)= lim (Vx? - 2x —x)=

X —> —oo X —> +oo

- im (Va2 — 2x — x) (N2 — 2x + x) _ lim x?—2x —x% _

X —> oo Va2 — 2 + x X—+eo \x2 _ 2x + x
—2x -2 -2

lim = = —
x—oteo \x2—2x+x 1+l 2

£ lim (1 + %)Zx = lim (1 + i)_zx = lim

X —> —oo X —> +oo —X X —> +oo

(1 . #)_X/S]6 _ o6

1 5x+ 3 1 -5x + 3 _
Q) lim (1—;) = lim (1+;) - e

X —>—oo X —> +oo
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i (BRI, (Rorm1pe
X oo\ X2+ 2 X 4o\ X2+ 2
2 —x —
lim [(X;H—l)-(—Sx—l)] lim ( x—3 ~(—3x-1))
= pxorell x242 = pxorel—x?+2 =
lim 3x2 + 10x + 3
= pxote X242 =3
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1.Si tim f(x)=3y Ulim g(x)=2, dielvalor del limite caando x tiende a 1 de
x—1 x—1

las siguientes funciones:

. JS(x)
a) f(x) + g(x) b) f(x) - g(x) 2™
d) f(x)8 e) Vg(x) ) 4f(x)-5g(x)

D lim (f(x) +glo)=3+2=5
x—1

b) fim (f(0) - g)=3-2=6
x—1

o 3
o xhqu glx) 2

d) lim fQo)8W =32=9

x—1

e) Iim Vgx) =2

x—1

£) lim (4 () — 5g(x0) = 12 =10 = 2
x—1

2.Si lim f(x)=1y lim g(x)=m, entonces lim [f(x)+g(x)]=1+m.

xXx—a xX—a X —a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notacion adecuada.

Si Iim f) =1y Ilim g(x) =m, entonces:
X —>d X —>a

D Iim [f(x)+gol=1+m

X—a

2) Iim [f(x) —g0]l=1-m

X—a
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3 lim ([0 - gl =1-m

X—a

o im P2 oL s meo,
x—oa 80 m

5)Si f(x) >0, lim [ f(x)g(@] =m

X—da

6)Si n esimpar,osi n espary f(x0) =20 — lim '\/If(x =7

xX—d

DS o>0y f(x)>0, [lim llog, [l =log, I

X —d

3.Si lim p(x) =+, lim q(x)=+~, lim r(x)=3y lim s(x) =0, di, en los casos
x—2 x—2 x—2 x—2

que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:
x—>2

(Recuerda que las expresiones (+o0)/(+), (+00) — (+0), (0) - (+o0), (1™,
(0)/(0) son indeterminaciones).

r(x) P&
D2pD+ g D p@-39() O o D@
s(x) px) . -
© q(x) 0 q(x) g s(x)-px) h) s(x)
3-rx) r(x)]s@
i r(x) . s(x)
D p) i) r(x) K o 1)[ : ]
m) r(x)P™ n) r(x)—4® - (r(sx))p(x) ) (r(;c) )—p(x)

a)  lim [2p(x) + g(x)] = oo + (+00) = +oo
2

X —>

b)  lim [p(x) — 3g(x)] = +oo — (+00). Indeterminado.
2

X —>

rx) _ 3 _

O o e

_ p )
d —_— = 1=1
) xhi»nz px0) thfz

e) lim s _ 0 0
x—2 qx)  Feo

) lim @ = X Indeterminado.
x—2 q(x) too

@ lim [s(0) - p(x0)] = 0 - (+e0). Indeterminado.

x—2
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b lim s = 00, Indeterminado.
x—2

D lim p0)" = 4003 = +oo
x—2

D lim r(x0)S® =30 =1

X —2
k) xlzlnz 5 ;(:ng) =3 (6)3 = % Indeterminado.
D lim (L"))Sm —10=1

x—2 3

m) lim r(0)P =3 = +oo
xX—2

n  lim r() 1Y =37 =

x—2
)
) lim ( r(x) ) = 1*°. Indeterminado.
x—2 3
—p(x)
o) lim ( r(x) ) = 1=, Indeterminado.
x—2 3
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4. Calcula los limites siguientes:

) I x3-2x2+2x+5 b) I x3—5x+1
im 7 e
x—-1 X x—7 xX—>4 X 2x°—3x

X3 —2x? 4+ 2x+5 _ (x+ D?=3x+5) _

a) lim lim

x—-1 x2—6x—7 x—-1 (x+Dx-7)
_ o X2-3x+5_ 9 _ -9
im0 8 8
3 _
by i X1 45 15

x—4 x3+2x% - 3x 84 28

5. Calcula los limites siguientes:

. NVx2+2x-3 . Va3 —x
a) lim ——————— b) lim

x—-3 Va3 +3x2 xo1Vx?+x-2
ARt rax—3 . S{-1D3(+3)3 M-I+ 3)
a) lim ————= lim Z = Ilim —
x—>-3 Vxd+3x2  x—>-3 x* (x + 3)? x—>-3 x
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A3 — 4 -1 1 4 1
b) lim —x3 X~ lim \/x(x o D = lim \/( X+ D
1 X

x->1Nx2+x-2 x- (x+2)2x-D? x51 +2)2(x-1

lim f(x) no existe

_>/x—>l*
T~ lim [(x) = +eo

x—1*
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6. Calcula: lim

(x2—5x+2 x5+2x+1)

xo0\ x2+2x  ad+x
o [x?—sx+2 xd+2x+1) . (x*-5x+2 x3+2x+1)_
lim — = [lim — =
x—0\ x%+2x X3+ x x=0\ x(x+2) x(x? + 1)

>+ D =5x+2) —(x+ 23 +2x+ 1D _

lim

x—0 x(x+ 22+ 1D
- Iim xt-sxd 420 +x? —Sx+2—xt —2F —x— 203 —4x -2 _
x—0 x(x+ 22+ 1D

T = 10x o x(Tx? +x—10) _
xo0x(+ 2D+ 1D x-0 x(x+ D+ D

. TIx*P+x-10 _ -10 _
= lim = =-5
x=0 (x+ 22+ 1) 2-1

2 x+1
7. Calcula: lim (w) x=7

x—7 x-3
x+1 p x2—Tx+4 x+1 o x?-8x+7 x+1
2 I ~1)- lim (X =8x*7 o x* 1
lim (x _7X+4)x—7 =exli>”7[( x-3 ) x77]=exlzl7( x—3 x-7) _
x—7 x-3
o x-7D@-Dx+1 o (x=D x+1)
lim ————————— Jim X 2T L)
it G G-D L pamr -3 2
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1. Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los cuales la ecuacion:
2x%—14x2 + 14x—1 = 0 tenga una raiz.
Consideramos la funcién f(x) = 2x% — 14x2 + 14x — 1.
Tenemos que f(x) es continua en R y que:

S =231 >0

f(=3)=—7<0 } Hay una raiz en (-4, —-3).
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SO =-1<0

=150 } Hay una raiz en (0, D).

FD=1>0

f(1,5) =-1375<0 } Hay una raiz en (1; 1,5).

Ja,5) =-1375<0

f(z) =3>0 } Hay una raiz en (],5; 2).

2. Comprueba que las funciones e*+e>*—-1 y e¥—e™ se cortan en algin punto.

Consideramos la funcion diferencia:
Fx)=e¥+e*—-1—(e¥X—eM)=e"+e¥-1-e"+e¥=2e"-1

F(x) esuna funcion continua. Ademas:

;E(B _ 1o>zg <0 } Signo de F(0) # signo de F(D).

Por el teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que F(c) = 0; es decir, existe
c €0, D tal que las dos funciones se cortan en ese punto.

3. Justifica cudles de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto
en el intervalo correspondiente:

a)x2—1 en [-1,1] b) x2 en [-3, 4]
o) 1/(x—-1) en [2,5] d)1/(x-1) en [0, 2]
e)1/(1 + x2) en [-5, 10]

a) f(x) = x?> =1 es continua en [-1, 1]. Por el teorema de Weierstrass, podemos ase-
gurar que tiene un maximo y un minimo absolutos en ese intervalo.

b) f(x) = x> es continua en [-3, 4]. Por tanto, también tiene un miximo y un minimo
absolutos en ese intervalo.

1
x_

o flx) = es continua en [2, 5]. Por tanto, tiene un maximo y un minimo abso-
lutos en ese intervalo.

1
x_

d flx) = no es continua en [0, 2], pues es discontinua en x = 1. No podemos
asegurar que tenga maximo y minimo absolutos en ese intervalo. De hecho, no tie-

ne ni maximo ni minimo absolutos, puesto que:

lim f(x)=—-coy [im f(x)= +eo
x—1 x—1
e) f(x) = 1 S ¢es continua en [-5, 10]. Por tanto, tiene maximo y minimo absolu-
1+x

tos en ese intervalo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Sabiendo que lim f(x) =+, lim g(x)=—y lim b(x) =3, dien cua-

X — +oo X — +oo X —> +oo

les de los siguientes casos hay indeterminacion.

En los casos en que no la haya, di cual es el limite cuando x — +oo:

a) f(x) + g(x) b) g(x) + b(x)
o J(x) & S(x)
bh(x) g(x)
e) [h(x)]8™ ) [3-b(x)] - f(x)
g(x) [ 3 ]g(x)
57 |1y ) P
® 3 hm Mo

D tim (f) +g)) = lim (f))+ him (g(x)) =+ + (—o0) =
X — +oo X —> +oo

X —> +oo

= 400 — (+0) — Indeterminacion.

b lim (g0 + b)) = lim g+ lim h(x) =—oco+ 3 =—oo

v X —> toeo X —> +oo
f(‘x) +oo
o lim - i Y
X —> +oo g(x) 3
x o0
d  lim —f( ) =X 5 Indeterminacion.
x— 4o 8 (x) —oo
&) lim hoE®=3-==_1 _¢
X — +oo 3 +eo

) lim [B3-h] - f(x) =0 (+) — Indeterminacion.
X — +oo

) lim 800 —=

Jm o o teo (puede ser +eo O —oo).

3 g(x) . .
h lim [—— =1 — Indeterminacion.
X — +oo bh(x)

Calcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

_2x+5 _10x-5
a) f(x) = ——= b) g(x) e
2 3 —
O h(x) = 3% x4 D i) = Y1223
2x+3 7 + 5x3
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a)  lim x+5 I —2Xt5 _
X—>—oo & x> teo 2
b m 0X=5 -
x—=>—-o0 X+ 1
ot x—4 . 3xPox—4 _
Q hm s T T
3 _ A — _
& g EEEZD g, = 2eo3 1
x =0 7 +5x7 x4 7 —5x7 5
3 Calcula los siguientes limites:
2 2 2_
a) lim N3x%+ 6x b) lim 5x7—7
X — +oo 2x +1 X — +oo x+1
1+Vx 3x
c) lim d) lim ———
X 40 2X—3 x> +eo Y3+ 2

V3x2 + 6x

S s N
2_
b) lim X" =T _ 4oy
X — +oo x+1
o 1+x
O tim =370
d  lim 5x =0

x— oo Vx3 + 2

Calcula estos limites:

a) lim (e*-x3)
X — +oo

A lim (Vx2+x —Vx+7)

X = +oo

Q) lim (&¥—x3) = +oo
X —> +oo
2
b m S log

X — +oo e’

V3x _ V3

2x 2

x2+1

b)

lim
x>t ¥

d) lim

X —> +oo

m(x2+1)
x

o lim (\/x2+x —\/x+7)=+oo

X —> +oo

d  lim

X —> +oo

mx*+1 _
x
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6 Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obte-

nidos:
a) Ilim (0,5+1) b) lim 2x*1
X —> —oo X — —oo
1-3
c) lim (1 —l)x d) lim (1 + E) *
X — —oo X X — —oo X
D lim 055+ D= lim (05 +1) = +eo \
X —> —oo X —> oo

b) lim 2¥*l= lm 2%*1=0
X — —oo X — too

X —X
o lim (1 - l) = lim (1 + l) =el= % """"""""""

X —> —oo X X —> +oo

1-3 1+3
d  lim (1 + E) o lim (1 - E) .
X X

X — —oo X — too
, 2. P 2-6xX\  eeeeccidceaeooo. o0
=exliwim(] = 1) (1+SX)=exli>Wioo(7X )=e—6=L A
0 [
6 Halla:
a) lim (Vx2+2x —Vx2-4) b) lim (\x%2+1 + x)
X —> —oo X — —o0

) lim (Va2 +2x —Vx2—4)=

X ——oo
- im (Va2 + 20— Vx2—4)(Wx2 + 2x + Vx2— 4) _
X —>—co Va2 + 2x + Vx2 - 4
2 2
= g GEE20 -G g, x4 =

X —> —o0 \/x2+2x+\/x2_4 X —> —o0 \/‘X2+2x+\/x2—4

lim —2x - =2 =ﬁ=—1
xoteo V2 —2x+ Va2 -4 1+1 2

b tim (Vx2+1 +x)= 1im (NxZ+1 —x) =

X ——oo X —> +oo
x2+1—x?

= Ilim (x2+ _x)(x2+1+x>= lim ———=— =
X —> oo Nx2+1+x x>t Vx2 + 1+ x

1

= lim ————
x>+ N2+ 1+ x

=0
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7 Sabiendo que:

lim p(x) =+ lim q(x)=—oco
x—>2 x—>2

lim r(x)=3 lim s(x)=0
x—2 x—2

di, en los casos que sea posible, el valor de los siguientes limites:

a) lim s (=) b) lim [s(x) - q(x)]
x—2 p(x) x—2

o) lim [s(x)}P® d) lim [p(x)-2q(x)]
x—2 x—2

a) lim s _ 0 _

x—2 PO too

b) lim [s(x) - g(x)] =0 - (=) — Indeterminado.

x—2

o lim [sQOIP® =0 =0
x—2

A lim [p(x0) = 2q(x)] = +e0 — 2 (=00) = +00 + (+00) = +o0

x—2
0 Calcula:
2

a) lim (x +3—l) b) lim 2 - 1
x>0\ x3 x x>1l(x=-1?2 x(x-1)
o [(x?2+3 1 Xt +3-x? .3 3

a) |/ ( ——)= im ————= [lim — = —
xlzio x3 X xlgio x3 x@o x3 (O]

Hallamos los limites laterales:

lim i=—<><>; lim i=+<><>.
x— 0" X x— 0" x3
b) lim I = i o@D gy, Zoxtl
x—=1lx=1D2% x&x-1D x—1 x(x—1)2 x—1 x(x —1)2
- X1 2
x=s1xx-—1D% 0

Hallamos los limites laterales:

_ x+1 _ x+1
m —2—+°°' m —2
xo1-x(x =1 xo1tx(x =1

; = +oo,
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9 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oo:

5x%2—-2x+1 x + log x
a) f(x)="—"—"2" - b)g(x)=—>—
) S(x) Gx_1)? ) 8(x) log x
. oX
O b(x) =31 2Vx @ i) = 22
V2x + 1 2%+1
2 2 _
a  lim B lim X —2xtl 5
x> oo (2x—1)2 X —> oo 4X2 —dx + 1 4
x + log x
b lim ——= lim ( +1)=+oo+1=+oo
x>+ logx x — +oo \ lOg X
o lim —3+2\/;= lim 2\ =i——2\5 =2

xote et 1 xoe \2\x VN2 2

. X
d  lim 52 =3

X — 4oo 2X + 1
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@ Calcula los siguientes limites:

2
a)  lim (x ‘5x—3—x) b) lim (&% —Vx*+2x)
x40l X+ 1 2 X — +oo
2 -1
o) lim (1,2x—3L) d) tim (3x+4)x
X — +oo x+1 x> +0\2X+5

o (x?=5x x|\ _ o 2x2—10x—3x(x+1))=
a  lim (x+1 2) lim ( 2ot 1)

X — +oo X —> +oo

2 242 _ X2 _
- lim 2x% = 10x — 3x* = 3x _ iim = 13x _
X = 4oo 2x + 2 X = +oo 2x + 2

b sim (2 NaT ) = g o Ve aw) e+ ot e ox)
X —> +oo X —> +oo x2+m

o Mot 20 A xd o —2x
= lim —————= =

—_ lim —————= Ilim
xoteo x2 +\ad + 2x xore a2+ ad 4 20 e X2+ Vit 4 2x

-0

2
o lim (1,2’“— SL) = +oo

X = +oo x+ 1

x—1 +o0
d  lim (_3x b 4) = (i) = +oo

X — +oo 2x+5 2
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Calcula:

3 4 ]
x2-5x+6 x-2

ez

X2

a) lim
x—2

c) lim
x—0

a) lim

3 4L
xo2|x2=5x+6 x-2

159

b) U

)x1—7>n2 x—2

d) lim Rx+1-V4x2+1)
X —> +oo0

lim 5 =

x| (x=2Dx -3  (x-2)

= g =A== . 3 -dx 12 i 15 T
xo2 (=2 -3 x2x—2)(x- 3 xo2 @=-2)x-3 (O
Hallamos los limites laterales:
—4x+ 15 _ p ~4x+15  _
lim —= "2 = 4oy i ————— 2 =_
x—2- (x=2(x—3) x—2+t (0 =2(x—-3)
b) lim —1_\/3_36 = [lim (1 -V3-x)(1+ V3 -) =
xo2 X—2 x-2 (=21 +V3-x)
_ 1-3-x) 1-3+x
= [lim lim
x=2 (x—2)(1 +V3 - x) x—>2 (x—2)(1 +V3 - x)
= X2 = [lim 1
x—>2(x 2D(1+V3-x) x->21+V3_x 2
(Vx+9-3)(Nx+9+3) _  x+9-9

Nx +9 -3

o lim T

x—0 x—>0

= lim ——————
x =0 xz(V +9 +3)

Hallamos los limites laterales:

lim = —oo;
x— 0 x(\) 9+3)

dD tim 2x+1-VN4x2+1) = lim

X — +oo

Qx+ 1D?%-

4x?+ 1D _

Ho 2(Wx+9+3) )

x2(Vx +9 + 3)
hm ——L1 =L
x—0x(Nx+9+3) (O

= +oo

1
lim ————
x— 0" x(\lx+ 9 +3)

(20 + 1 =Vda2+ D2+ 1+ V4w + 1) _
(2x + 1 +V4x? + 1)

X —> oo

iim 4% + 4+ 1 —4x? + 1 _

= lim

4x + 2

x>t (20 + 1 + Vdx2 + 1)

x>t (2x+ 1+ Vidx2 + 1)

lim

X —> +oo (2x+ 1+ Vdx2 + 1)
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12  Averigua si estas funciones son continuas en x = 2:

a)f(x)={3x_2 i x<2 b)f(x)={x2—1 si x<2

6—-x six=>2 2x+1 si x>2

a lim f(x)= lim Bx-2)=4

x—2" x— 27

lim fG) = lim (6—x) = 4 f(x) es continua en x = 2,

ol o ot puesto que  [lim f(x) = f(2).
x—2
[ =6-2=4
b) lim [ = lim x?-1)=3
X2 X2 f(x) no es continua en x = 2,
lim f) = lim Qx+1 =5 puesto que no existe  [im f(x).
x—2" x—2" X2

13 Estudia la continuidad de estas funciones:

a)f(x)={ex si x<1 b)f(x)={1/x si x<1

In x si x2>1 2x—-1 si x2>1

a)e En x# 1 — [f(x) es continua; puesto que e¥ y /nx son continuas para
x<1 vy x=21, respectivamente.

eEn x=1. lm f()= lim ¢=e# lim [()= lim (Inx) =0
x— 1" x—1 x—1* x—1

No es continua en x =1, pues no existe [im [(x).
x—1

b) El dominio de la funcién es D = R —{0}.
eSi x#0 y x#1 — La funcion es continua.

e En x = 0: Es discontinua, puesto que f(x) no estd definida para x = 0. Ade-

mas, lim f(x)=-cy [im f(x)=+e. Hay una asintota vertical en x = 0.
x—0" x—0"

eEn x=1: lim fo) = lim L
x— 1" x—= 1" X
f(x) es continua en x =1,

lim f(.X') = lim Qx- 1) =1 pues lim f(X) =f(1)
x—1

x—1" x— 1"

fH=2-1-1=2-1=1

PARA RESOLVER

14 a) Calcula el limite de la funcion f(x) cuando x — 0, x —> 2, x — 3,
X — +oo, X —> —oo:

-_ x-3
S(x) T sx1 6

b) Representa graficamente los resultados.
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_ x—-3 _ x-3
) = e T G D)

: -3 _ -l
=TS
1
/ ) = /i =—
xlinzfx xznz -2 )

Hallamos los limites laterales:  [fim f(x) = —oo;  [im [f(x) = +oo
xX—2" x— 2"

lim f(x) = lim LZ=

x—3 x—3 X~

lim fo) =0, Iim f(x)=0

X — +oo X —> —o°

b)

2 _
15 a) Calcula el limite de la funcion y = —.x; 9
S esta definida. x“—=3x

en los puntos en los que no

b) Halla su limite cuando x — +eo y cuando x — —o y representa la funcion

con la informaciéon que obtengas.

c) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de esta funcion?

a) El dominio de la funcién es: D = IR — {0, 3}, pues el denominador se anula en:

x2-3x=0 — x(x—5)=0/x=o

y- x* =9 _ (x+3)(x-3)
x% - 3x x(x—3)

_x+3 3

/ =

0 x O
Hallamos los limites laterales:  lim x+5 = —oo; [im x*3

x—0" X x—0t X

i X3 - 6 _,

x—3 X 3
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17

©) La funcién es discontinua en x = 0 (tiene una asintota vertical) y en x =3 (no
esta definida; tiene una discontinuidad evitable).

Determina el valor de a para que se verifique lim (Vx?+ax+1 —x)=2.

X — +oo

lim (Nx?2+ax+1 —x)= Ilim Va?+ax+1-x)(x2+ax+1+x) _

X —> +oo X —> +oo \/x2+gx+1+x

X tax+1-—x? , ax + 1 a
lim = [lim

xotoNxZ+ax+1+x ao+teVNxi+ax+1+x 1+1

=2 -2 5 a=4
2

2 12

Halla los puntos de discontinuidad de la funcion y= —— — > y di si
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable. ¥-3 x*-9
y=_2___12 _ 2+3)—12 _ 2x+6-12 _  2x-6  _
x=3 x2-9 W-3Dx+3) W-3Dx+3) @-3)x+3)
_ 2x-3)
(x = 3)(x + 3)
La funcion es discontinua en x =3 yen x =-3; pues no estd definida para esos
valores.
P 2(x - 3) P 2
eEn x=-3 lim —=22 = _coi [jm —o =+oo
- B+ 3) w3 v 3)
Hay una asintota vertical en x = -3, la discontinuidad no es evitable.
, 2(x - 3) p 2 2 _ 1
eEn x=3 Iim —=2—2 - | =<£-=
i3 -3 +3) .3 x+3) 63
Luego, en x = 3, la discontinuidad es evitable.
Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean

continuas:

a)f(x)={x+1 si x<2 b)f(x)={x+k si x<0

k—x six>2 x2-1 si x>0

a) e Si x# 2, lafuncion es continua.
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e En x = 2:

lim fo= Iim (x+1)=3

x— 2" x— 2"

lim )= lim (k—x)=rk-2 Para que sea continua, ha de ser:
x =27 x—>2" k-2=3 — k=5

f2)=2+1=3

b) e Si x# 0, la funcion es continua.

*En x=0:
lim fO= Iim (x+hk) =k
x— 0" x— 0"
lim f)= Ilim (x*-1=-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x—0" x—0"
fO=0+k=Fk

@ Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-
S tinua:

4

x*—1 . Na— 1

— si xz1 x= 2

a)f(x)=y x-1 b) f(x) =1 x-1

k si x=1 k

si x#1
si x=1
a) e Si x# 1, lafuncion es continua.

eSi x=1:

4 _ 3 2 _
lim fQO = lim X Ly @7t Dx=D
x—1 x—>1 x-1 x—1 x-D

lim (B +xr2+x+1)=4
x—1

S =k

Para que sea continua, ha de ser £ = 4.

b) eSi x# 1, la funcion es continua.

eSi x=1:
g Nx=1 o (a-DOx+1) x-1D
im ——— = lim = im —————— =
x—1 x—1 x—1 (x—l)(\/;+ 1) x—)l(x—l)(\/;+l)
1 1
= i = =
xli?),ll x+ 1 2
SO =r

Para que sea continua, ha de ser k= %
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@ Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
§ tintos valores del parametro a:

2 . ax .
x“+axsi x<2 e si x<0
a) f(x) = b) f(x) =
)S() {a—x2 si x>2 )S (%) {x+2a si x>0
a) e En x # 2, la funcién es continua.

e En x = 2:

lim [0 = lim (x*+ax) =4+ 2a

x—27 X =27

lim ()= lim (a—x»=a—-4 Para que sea continua, ha de ser:
x—27 x =27 4+2a=a-4 — a=-8
S =4+ 2a

Por tanto, la funcion es continua si @ = -8, y es discontinua (en x = 2) si a#-8.

b) e En x # 0, la funcion es continua.

e En x=0:
lim f(x)= Lim e™=1
x— 0 x— 0

lim f(x)= lim (x+ 2a)=2al Para que sea continua, ha de ser:
x—0* x— 0t 1
1=2a — a-= E

SO =1

. . . 1 . . . 1
Por tanto, la funcién es continua si a = > y es discontinua (en x=0) si a# >
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21 Estudia la continuidad de esta funcion:

|x +2] si x<-1
J@) =1 x2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

eSi x#-1 y x#1 — lafuncién es continua.

eSi x=-1:

lim fxo= Ilim |x+2]=1

x—>-1" x—>-1"
lim fG)= lim x*= La funcion es continua en x = —1.
x—-1" x—-1*
JED =1
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22

23

eSi x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademads:
lim fo= Iim x*=1
x—1" x—1"

La discontinuidad es de salto (finito).
lim fo)= Iim Qx+1) =3

x—1* x—1*

Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de pro-
ducto cobra la cantidad de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 uni-
dades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

si 0<x<10

5x
Vax?+500 si x>10

a) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nu-
mero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisi-
mas” unidades?

@ Fl precio de una unidad es C(x)/x.

a) lim C) = lim (5x) =50

x— 10~ x — 10~

lim CGoO = lim Vax?+ 500 = V100a + 500
x — 10* x — 10"
c(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a =2000 — a =20

N NEY
b lim C _ g Nax®+500 o N20x” + 500 _ g ~ 447 €
X — 4o X X —> +oo X X —> +oo X
e~ si x<0,

Dada la funcio = :
ada la funcion f(x) {l—x 6 x>0

a) Estudia su continuidad.

b) Halla lim f(x) y Ulm f(x).

X —> +oo X —> —o0

a) e Si x#0, lafuncion es continua.

e En x=0:
lim fxx) = lim e*=1
x— 0" x— 0"

lim f(x) = lim (1-x)=1  También es continua en x = 0.
x—0* x—0*

fO=1-0=1

Por tanto, f(x) es continua.
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b Iim fo)= lim (1-x) =—oco

X — +oo X —> too

_ _ e 1

im [ = lim e*=e == =0
X ——oo X ——oo et

24  En el laboratorio de Biologia de la universidad, han determinado que el ta-
S maifio T de los ejemplares de una cierta bacteria (medido en micras) varia
con el tiempo ¢, siguiendo la ley:

Vt+a si t< 8 horas

TW=1\ 5,315

si t> 8 horas
t— 8

El parametro a es una variable biologica cuya interpretacion trae de cabeza
a los cientificos, pero piensan que puede haber un valor para el cual el cre-
cimiento se mantenga continuo en = 8.

a) Decide la cuestion.
b) Investiga cual llegara a ser el tamafio de una bacteria si se la cultiva inde-

finidamente.
a) lim T(t)= lim Nt+a =N8+a
t— 8 t—8

3 +\3-15 _ V3r—15-3 _

tZimS*TO) B z@é* -8 zliné* -8
oy WBI-15-3)(3-15+3) 3-15-9  _
18 (-8)\3r-15+3) 18 (-8 3r-15+3)
_ g 3 — 24 o 3(t— 8) _
= [lim = [Iim =
t—8 (1-8)N3t-15+3) -8 (t-8)(N31-15+3)

lz’m—3 3.1

t>8" \3r-15+3 6 2
Para que 7(4) pueda ser continua, tendria que cumplirse que:

S+a -1+ - 8+a- > a=>L
2 4

1
4

Pero, si a = _—21, quedaria 7() = '\, t— 34—1 si t<8.

Esto daria lugar a que 7(¢#) no existiera para t< 3l 7,75 horas.

4
Por tanto, no hay ningin valor de a para el que el crecimiento se mantenga
continuo.

b lim T()= lim ———— V3 = 1,73 micras.

I —> +oo I —> +oo -8

3+ \3—15 _ 3 _
— 1
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@ Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +e Yy cuando
x — —o, definiéndolas previamente por intervalos:

a) f(x) = |x-3| - | x| b) f(x) = [2x-1| + x o) f(x) =

x+1
[ x|

aA)eSi x<0: |x-3] - |x|=-W-3)-(0)=x+3+x=3
eSi 0<x<3 |x-3|-|x|=-(x-3)-x=-2x+3

eSi x>3 |x-3| - |x|=x-3)-x=-3

3 si x<0
Luego: f(w) =4 -2x+3 si 0<x<3
-3 si x>3

lim fx)=-3; lim f(x)=3

X —> too X —> —o°

b)eSi 2x—1<0 — «x<

o=

[2x—1] +x=-Qx-D+x=-2x+1+x=-x+1
“Si2w-1>0 > x>

[2x—1] +x=Qx-D+x=3x-1

—-x+ 1 si xS%
Luego: f(x) = )
3x—1 si x>?

lim [ = lim Bx-—1) =+

X —> +oo X —> +oo

lim fx)= lim (x+1= [lim (x+1)=+e
X —> —oo X —>—o0 X —> +oo

x+1 _x+1
| —x

c)®Si x<O0:

|
x+1 _x+1

e Si x>0:
| x| x
xt si x<0
Luego: f(x) = _fl
= si x>0
lim fGo = lim L1
X —> +oo Xt X
lim [f(x)= Ilim XL gy XL
X —>—o0 X — -0 X X — 4o X
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Se define la funcion f del modo siguiente:

Fx) = {lnx 1 si x>1

x2+ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcion sea continua y su grafi-

ca pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grafica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) =0

es decir: f(0)=b=0

e Para que la funcién sea continua (para x # 1, es una funcién continua), tenemos

que:

lim f) = Iim Qx*>+ax)=2+a
x— 1" x— 1"

Iim f(x)= lim (Inx-1) =-1 Han de ser iguales, es decir:
x> 17 x =17 2+a=-1 —» a=-3

S =2+a

Por tanto, si a=-3 y b=0, lafuncién es continua; y su grafica pasa por el ori-

gen de coordenadas.

@ Calcula: Iim L+ x— V-

x—0 3x
lim \/1+ -V1-x _ lim (\/1+x—\/1—x)(\/1+x+\/1—x) _
x—0 3

x—0 3x(V1+x+V1—x)
- lim Q+x)-0-x
x—0 5x(\/1 +x+\/1—x)

l1+x-1+x
= Ilim
x—0 Sx(\ll +x+\/1—x)

= [lim 2% =
x—0 3x(V1 +x+ V1 —x)

. 2 2
x>0 3(\1 +x+\/1—x) 32

UJ|>—\

28 Dada f(x) =%, justificaque lim f(x)=1y lim f(x)=-

X — +oo X — —oo

) x+1
S = N

x+1

si x<0

si x>0

lim f(x)= Iim —— =1

X — +oo x> teo X+ 1

lim f)= lim —— =-1

X —> —oo X—>—co Xt 1

Unidad 9. Limites de funciones. Continuidad



@ Estudia la continuidad en x =0 de la funcion: y =2x + %

¢Qué tipo de discontinuidad tiene?
En x =0, la funcién no estd definida, luego es discontinua. Como:

_ {Zx— 1 si x<0 N
= entonces:

2x+ 1 si x>0’

im Cx-1D=-1, Iim Qx+1 =1

x—0" x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

CUESTIONES TEORICAS

30 Seala funcion f(x) = x2%+1.
S

¢Podemos asegurar que dicha funcion toma todos los valores del intervalo
[1, 5]? En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.
f(x) es continua en [0, 2]y f(0) =1, f(2) = 5.

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcion toma, en el interva-
lo [0, 2], todos los valores del intervalo [1, 5].

31 Da una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano y utilizalo para
S demostrar que las grificas de f(x)=x3+ x2 y g(x) =3+ cos x se cortan en
algin punto.

e Interpretacion geométrica: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo ce-
rrado, y en sus extremos toma valores de distinto signo, entonces, con seguridad,
corta al eje X en ese intervalo.

e Para las dos funciones dada, f(x) = x3+ x? y g(x) = 3 + cos x, consideramos la
funcion diferencia: f(x) — g(x) = x3 + x> = 3 — cos x

Como f(x) y g(x) son continuas, también lo es f(x) — g(x).

0 —g@ == > fO) - g <0
Ademds: { 2 -g@ =942 = f2)-g@>0

Por tanto, existe un nimero ¢ € (0, 2) tal que f(¢) —g(c) =0 (aplicando el teo-
rema de Bolzano), es decir, f(¢c) = g(o.
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32 Seala funcion f(x) = x?—4 .
S x—2

El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Co6mo
elegir el valor de f(2) para que la funciéon f sea continua en ese punto?
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2 _ _
lim fQo) = lim x" =4 lim -2+ 2) lim (x+2) =4
x =2 x—>2 X—=2 x—=2 (x—-2) x—=2

Para que [ sea continua en x =2, debemos elegir f(2) = 4.

33 Deuna funcién g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x <1 es:

2
2(x) = x*+x
¢Cuanto vale g(0)?
2
lim g(x) = lim < X~ lim e+ D _ lim (x+ 1) =1.
x— 0" x—0" X x— 0" X x— 0"
Por tanto, g(0) = 1.
34 Dada la funcion:
S
xT_ét si 0<x< %
SJ(x) = 1
e~ i F< =1

observamos que f esta definida en [0, 1] y que verifica f(0) =-1<0 y f(1)
=el>0, pero no existe ningin c € (0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradice el
teorema de Bolzano? Razona la respuesta.

lim fo = . X4 =T
x> 1/27 xo>1/2- 4 8
lim f(x)= lim e~ =eV4
x—1/2* x—1/2"
f(x) no es continua en x = %

Por tanto, / no es continua en el intervalo [0, 1]; luego no cumple las hipétesis del
teorema de Bolzano en dicho intervalo.

35 Sesabe que f(x) es continuaen [a, b] yque f(a)=3 y f(b) =5. ¢Es posi-
S ble asegurar que para algiin ¢ del intervalo [a, b] cumple que f(c) =7? Ra-
zona la respuesta y pon ejemplos.

No lo podemos asegurar. Por ejemplo:

fx) =x+3 cumple que f(0) =3 y f(2)=5. Sin embargo, no existe ¢ € [0, 2]
tal que f(c) =7, yaque: f(o)=c+3=7 — c=4 — cel0,2]
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Halla razonadamente dos funciones que no sean continuas en un punto x,
de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.

Por ejemplo:

fx) = xrd s?x;tz no es continua en x = 2;
’ 2 si x=2

_J2x—-1 si x#2 P _
glx) = : no es continua en x = 2;
4 si x=2

pero la funcion suma, f(x) + g(x) = 3x, sies continua en x = 2.

¢Tiene alguna raiz real la siguiente ecuacion?: sen x +2x+1=10

Si la respuesta es afirmativa, determina un intervalo de amplitud menor que
2 en el que se encuentre la raiz.

Consideramos la funcion f(x) = sen x + 2x + 1.

Tenemos que: f(x) es continua en (-1, 0].

S =184<0

SO =1>0 } signo de /(1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
f(©) = 0; es decir, la ecuacion sen x + 2x +1 =0 tiene al menos una raiz en el in-
tervalo (-1, 0).

Demuestra que la ecuacion x5 + x + 1 =0 tiene, al menos, una solucion real.
Consideramos la funcién f(x) = x° + x + 1.
Tenemos que: f(x) es continua en [-1, O].

F-1) =-1<0

f(O=1>0 } signo de f(-1) # signo de f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 0) tal que
f(o) = 0; es decir, la ecuaciéon x> + x + 1 =0 tiene al menos una raiz en el inter-
valo (-1, 0).

Una ecuacion polinémica de grado 3 es seguro que tiene alguna raiz real.
Demuestra que es asi, y di si ocurre lo mismo con las de grado 4.

e Si f(x) es un polinomio de grado 3, tenemos que:

—Si  lim f(x) = +oo, entonces [lim [f(x) =—eo; y si
X — too X —> —o0

— Iim f(x) = —oo, entonces [im [(x) = +oo.
X — +oo X —> —o0
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Por tanto, podemos encontrar k tal que: signo de f(—k) # signo de [f(k).

Ademads, f(x) es continua. Por el teorema de Bolzano, sabemos que f(x) tiene
al menos una raiz en el intervalo (—k, k).

* Si f(x) esun polinomio de grado 4 no ocurre lo mismo. Por ejemplo, x*+1=0
no tiene ninguna raiz real; puesto que x*+ 1> 0 para cualquier valor de x.

40 Si el término independiente de un polinomio en x es igual a -5 y el valor
S que toma el polinomio para x =3 es 7, razona que hay algiin punto en el in-
tervalo (0, 3) en el que el polinomio toma el valor —2.

Si f(x) es un polinomio, entonces es una funciéon continua. El término indepen-
diente es igual a —5; es decir, f(0) = -5; y, ademds, f(3) =7. Por tanto, aplicando
el teorema de los valores intermedios, como -5 < -2 <7, podemos asegurar que
existe ¢ e (0, 3) tal que f(c) =-2.

41 1la funcion y = g x toma valores de distinto signo en los extremos del in-

tervalo %, %] Y, sin embargo, no se anula en €l. ;Contradice esto el teore-
ma de Bolzano?

- _ . T . . T 3Tm
La funcion y = tg x no es continua en x = - que estd en el intervalo il

Por tanto, no podemos aplicar el teorema de Bolzano para dicho intervalo.

42 Considera la funcion f(x) = ﬁ Determina su dominio. Dibuja su grafica y
S x

razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funciéon sea continua

en todo R.

S = {11 : iig Dominio = IR — {0}

Como [lim f(x)=-1# Iim f(x)=1, no podemos asignar ningin valor a f(0)
x—=0" x—0"

para que la funcién sea continua en todo IR (pues en x=0 no lo es).

Gréfica:
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Si existe el limite de una funcion f(x) cuando x — a, ysi f(x) es positivo
cuando x < a, ¢podemos asegurar que tal limite es positivo? ;Y que no es ne-
gativo? Justifica razonadamente las respuestas.

Si f(@) >0 cuando x < a, entonces, si existe [im f(x), ha deser [lim [f(x)=0.
X —a X —a

Por tanto, podemos asegurar que el limite no es negativo (podria ser positivo o cero).

a) Comprueba que lim [In(x+1)—In(x)]=0.

X —> +oo

b) Calcula lim x[ln(x + 1) - m(x)].

x> +oo

D lim G+ D—InGol = lim [ln(x;l)]=lnl=0

X —> too X — +oo
X
b i xlin e+ D= In GOl = lim [xzn(x”)]= lim [m(’“l) ]=
X — too X — +oo X X —5 +oo X
X
= [lim [ln(1+l)]=lne=1
X — too X

De dos funciones f(x) y g(x) se sabe que son continuas en el intervalo [a,
bl, que f(a)>g(a) yque f(b)<g(b).

¢(Puede demostrarse que existe algin punto c¢ de dicho intervalo en el que
se corten las graficas de las dos funciones?

Consideramos la funcion f(x) — g(x).

e Si f(w) y g son continuas en [a, bl, entonces f(x) —g(x) es continua en
la, bl

e Si fla) > g(a), entonces f(a)—gla) > 0.
e Si f(b) < g(bh), entonces [f(b)—g(b) <O0.

Es decir, signo [f(a) — g(a)] # signo [f(b) — g(b)].

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (a, b) tal que
f(©) —g(o) =0, es decir, tal que f(c) = g(c). (Las graficas de f(x) y g(x) se cor-
tan en x = ¢).

Si f(x) es continuaen [1,9], f(1)=-5 y f(9) >0, ;podemos asegurar que
g(x) = f(x) + 3 tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9]?

e Si f(x) es continua en [1, 9], entonces g(x) = f(x) + 3 también serd continua en
[1, 9] (pues es suma de dos funciones continuas).

e Si f(1) =-5, entonces g(1) =f(1)+3=-5+3=-2<0.

*Si f(9) >0, entonces g(9) = f(9) +3>0.
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47

Es decir, signo de g(1) # signo de g(9).

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (1, 9) tal que
g(0) = 0, es decir, la funcion g(x) tiene al menos un cero en el intervalo [1, 9].

Escribe una definiciéon para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) Ilim f(x)=3 b) lim f(x)=—c
X — —oo X — too

) lim_ f(x)=+c d lim f(x)=—
x> 2 x—2*

a) Dado € >0, existe b tal que, si x <-h, entonces |f(x)—3]| <e.
b) Dado k, podemos encontrar b tal que, si x> b, entonces [f(x) <—k.
¢) Dado &, podemos encontrar & tal que, si 2 -0 <x <2, entonces f(x) > k.

d) Dado k, podemos encontrar & tal que, si 2 <x <2+ 9, entonces f(x) < —k.

—
Nfeccecncccckanncan

-
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49

Si una funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lim f(x)=5?
x—3

¢Puede ser continua la funcion en x = 3?

Si, puede ser que lim f(x) =5, por ejemplo:
X =3

S = (x+(x§+2) es tal que [im % =5; vy f(x) no estd definida
- x—3 -
en x = 3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x =3 (pues no existe f(3)).

De una funcién continua, f, sabemos que f(x)<0 si x<2 y f(x)>0 si

x> 2. ¢Podemos saber el valor de lim f(x)?
x—2

lim f(x) =0

x =2
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50 Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan préximos a 1 como
queramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

a) lim f(x) = +eo

x = +oof /

b) lim gx) =1 ~
X — +oo Ig====memmmmmne-

PARA PROFUNDIZAR

@ Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones cuando x tiende

a +oo;
a) f(x) = x3—sen x b) g(x) = 2% X
x2+1
c)h(.x)=E[x] @) j(x) = 3x + sen x
x x

a) Como —1<senx<1, entonces: [im (x3—senx)= [im x3=+co
X —> +oo X —> too

b)Como -1 < cosx <1, entonces: fim <EBX = im £l
x> Heo X2+ 1 x> 4o X2+ 1

o lim Eld _ 1

X —teo X

d)Como -1 <senx <1, entonces: [im Sxtsenx lim 3 _ 3

X — +oo X X — +oo X

52 Calcula: lim (x)VO-¥

x—1

Como es del tipo 1%, podemos aplicar la regla:

j 1 o
lim |(x-1) - —— lim (=1)
lim xVA =% = gx-1 T-xl2 pxot =el=

1
x—=1 e
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53 En una circunferencia de radio 1, tomamos un angulo
AOP de x radiantes. Observa que:

@=senx,ﬁ=tgx y arco PA=x
Como:

PQ< PA<TA — — senx<x<Igx.

A partir de esa desigualdad, prueba que:

. senx
lim =1
x>0 X

Tenemos que sen x < x < tgx. Dividiendo entre sen x, queda:

X L 1 o 1> Senx

sen x cos X

1< > cos x

Tomando limites cuando x — 0, queda:

1= lim MZI; es decir:  7im 22X =1,
x—=0 X x—0 X
54 Sabiendo que lim X =1, calcula:
x—>0 X
ig x —
a) lim -l b) lim 1-cosx
x>0 X x>0 x?2
g x
D lim 8~ gy, Senx/cosx (senx. 1 )=
x—0 X x—=0 X x>0\ X cos x
=1 lm ——=1-1=1
X —0 COS X
_ _ + o2
b) lim l-cosx _ o) (1 —cos x)(A + cos x) _ I 1—cos*x _
x—0 X x—0 x%(1 + cos x) x—=0 x*(1 + cos x)
2 2
- =1fm(5€”")-1i — 1 -, 1.1
x—0 x*(1+cosx) x—-0\ X x—01+cosx 2 2

PARA PENSAR UN POCO MAS

55 a) Supongamos que f es continua en [0, 1]y que 0 < f(x) <1 para todo x
de [0, 1]. Prueba que existe un nimero ¢ de (0, 1) tal que f(¢c) = c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

@& Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g(x) =f(x) —x.

b)Imagina una barra de plastilina de 1 dm de longitud. Se sitiia sobre un
segmento de longitud 1 dm. A continuaciéon, deformamos la barrita esti-
randola en algunos lugares y encogiéndola en otros.
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Por ultimo, volvemos a situar (S

la barra deformada deniro del *
segmento, aunque podemos m

plegarla una o mas veces. (O A e Ny I N T Sy s v

Pues bien, podemos asegurar

que algiin punto de la barra é

estd exactamente en el mismo s |
lugar en el que estaba. ¥

— Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construye la
grafica de la funcion:

x — f(x) = posicion de x después de la transformacion
— Relaciona f(x) con la del apartado a).

— Demuestra la afirmaciéon .

a) Consideramos la funcion g(x) = f(x) — x. Tenemos que:

e g(x) es continua en [0, 1], pues es la diferencia de dos funciones continuas
en [0, 1].

e g(0) = f(0) >0, pues f(x)>0 paratodo x de [0, 1].
e o(1)=f(1)-1<0, pues f(x) <1 paratodo x de [0, 1].

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) =0, es
decir, f(c)—c=0, obien f(o) =c.

SO = ct-fmmmm--- /()

b) Llamando x a un punto cualquiera de la barra inicial, construimos la funcion:
x — flx) = “posicion de x después de la transformacion”.
Tenemos que:

e / es continua en [0, 1] (puesto que situamos la barra sobre un segmento de
longitud 1 dm y solo la deformamos, no la rompemos).

e 0 <f(x) <1 paratodo x de [0, 1] (ya que situamos la barra deformada den-
tro del segmento).

e Aplicando a f(x) los resultados obtenidos en el apartado a), tenemos que
existe ¢ de (0, 1) tal que f(¢) = ¢; es decir, existe algiin punto de la barra
que esta exactamente en el mismo lugar que estaba.
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