VINIDZYOV BN APLICACIONES

DE LAS DERIVADAS
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Relacion del crecimiento con el signo de la primera derivada

B Analiza la curva siguiente:

i
[ decrece /f crece [ decrece [ crece f decrece

F1<0 11>0 11<0 >0 <o

Relacion de la curvatura con el signo de la segunda derivada

B Describe el tramo CD vy los tramos DE, EF y FG siguientes:

/ convexa E f concava
E /' decreciente E /' creciente
f//< O : f”> 0

CD — [ convexa — [’ decreciente — ["<0
DE — [ concava — f' creciente — [f">0
EF — [ convexa — [’ decreciente — ["<0

FG — [ concava — [’ creciente — f">0

Unidad 11. Aplicaciones de las derivadas



B Dibuja la grafica de una funcion, f, que cumpla las siguientes condiciones:
e La funcion esta definida en [0, 7].
¢ Solo toma valores positivos.
e Pasa por los puntos (0, 1), (3, 1) y (7, 1).
¢ En el intervalo (1, 2), la funcion es convexa.
e En el intervalo (2, 4), f"> 0.
e En el intervalo (4, 6), f' es decreciente.

e En el intervalo (6, 7), f es concava.
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1. Halla las rectas tangentes a la curva:

y= 5x3 + 7x%2 - 16x
x—2

en los puntos de abscisas 0, 1, 3.

Calculamos la derivada de la funcion:

,_ (15x% + 14x = 16)(x = 2) — Gad + 7x® = 16x)  _ 10x% — 2302 — 28x + 32
(x— 2)? (x— 2)?

y
Ordenadas de los puntos:
@ =0; y() =4, p3) =150

e Recta tangente en (0, 0): »'(0) =8
y=8x

e Recta tangente en (1, 4): »’(1) = -9
y=4-9x-1=-9x+13

 Recta tangente en (3, 150): »'(3) = 11
y=150 + 11(x—-3) = 11x + 117
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2. Halla las rectas tangentes a la circunferencia:
x2+)2_2x+4y—-24=0

en los puntos de abscisa x, = 3.

Obtencion de las ordenadas correspondientes:
32+9?2-2-3+4y-24=0
9+ -6+4y-24=0
yP+4y-21=0

_—4x\16+8i _ —4+V100 _—4+10 __—¥y=3 — Punto (3, 3)
2 2 2 T—y=-7 — Punto 3, -7)

Para hallar la pendiente en esos puntos, derivamos implicitamente:
2x + 2YY' =2+ 4y'=0
V'Qy+4)=2-2x
,_2-2x _ 1-x

20+4  p+2
. 2 2
A . ! ) =- ! 3_7 = —
st: (3, 3) 5 y'G3, -7 5
e Recta tangente en (3, 3): y =3 — %(x— 3) = —%x+ %
e Recta tangente en (3,—7): y=-7 + %(x -3) = %x— 4?1
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1. Dada la funcion y = x3—3x% - 9x + 5, averigua:

a) Donde crece. b) Donde decrece.
y'=3x2—6x-9=3*-2x-3)=3(x-3)(x+1D

Ax<-1 — p'>0 — [ escreciente en (—oo, —1)

x>3 — p'>0 — [ escreciente en (3, +oo)

b)-1<x<3 — »'<0 — [ esdecreciente en (-1, 3)
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2. Comprueba que la funciéon y = x3/(x —2)? tiene solo dos puntos singulares, en
x=0 yen x=06.

Averigua de qué tipo es cada uno de ellos estudiando el signo de la derivada.
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L3t —2 -2 =23 _ X -2Bkx-2)-2x) _
(x—2)* (x—2)4

y

_ xX*Bx—6-2x) _ x*(x-0)
(x—2) (x—2)°

-0
I = 2 _ — /x
=0 — x*(x-06) 0\x=6

f1(=0,01)> 0 _ . 5
710,01 > 0 En x =0 hay un punto de inflexién.
/1(5,99) < 0 L B N
f1(6,01) >0 En x =06 hay un minimo relativo

3. a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de la funcion
y =-3x%+ 4x3. Mediante una representacion adecuada, averigua de qué ti-
po es cada uno de ellos.

b) Idem para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.
a) p'=—12x3 + 12x% = 12x%(=x + 1)

__—x= 0 — Punto (0, 0)

y = O\x 1 = Punto (1, D } Dos puntos singulares.

Los dos puntos estan en el intervalo [-1; 1,5],
donde la funcién es derivable.

Ademis, f(-1)=-7 y f(1,5 =-177. ! \

e En (0, 0) hay un punto de inflexion.

e En (1, 1) hay un maximo relativo.

b) y'=4x3 + 24x? + 44x + 24 = 4(x + D(x+ 2)(x + 3)

- x=-1 — Punto (-1, 0)

y'=0 < x=-2 — Punto (-2, 1) ; Tres puntos singulares.

x=-3 — Punto (-3, 0)

9

Los tres puntos estin en el mismo intervalo
[-4, 0], donde la funcion es derivable.

Ademas, [(-=4) = f(0) = 0.

e Hay un minimo relativo en (=3, 0), un md-
ximo relativo en (=2, 1) y un minimo rela-
tivo en (=1, 0).
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1. Estudia la curvatura de la funcién: y=3x%*—8x3+5

S0 = 12x3 = 24x?;  f7(x) = 36x% — 48x

x=0 — Punto (0, 5
/ ’
[0 =0 — 12xBx—-4) =0
™~ X = % — Punto (%, —%)

( S = 72x — 48; f7(0) # O f(%) # o)

Los puntos (0,5) y (i 121

, = ) son puntos de inflexion.
3 27

e La funcion es concava en (—eo, 0) U (%, +°<>), pues ["(x) > 0.

e La funcién es convexa en el intervalo (O, %), pues f"(x) < 0.

2. Estudia la curvatura de la funcion: y = x3 - 6x% + 9x

S0 =3x% = 12x+9; f"(x) = 6x — 12
f"x)=0 — 6x-12=0 — x=2 — Punto(2,2)
(/") = 6; f(2) #0)

El punto (2, 2) es un punto de inflexion.

e La funcién es convexa en (—oo, 2), pues [f"(x) <O0.

e La funcién es concava en (2, +e0), pues [f"(x) > 0.
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1. Halla el nimero positivo cuya suma con veinticinco veces su inverso sea minima.

Llamamos x al nimero que buscamos. Ha de ser x > 0. Tenemos que minimizar la
funcion:

e 2
S =x+ ”

__—x=5 - f(5)=10
X2 X2 T~ x=-5 (no vale, pues x>0)
(Como [lim [f(x) = +eo, [im [(x) = +eo, y la funcién es continua en (0, +e); hay
x—0" X —> too

un minimo en x = 5).

Por tanto, el nimero buscado es x = 5. El minimo es 10.
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2. De todos los triangulos rectingulos cuyos catetos suman 10 cm, halla las di-
mensiones de aquel cuya area es maxima.

x+y=10 —» yp»=10-x
Area =2 - X 10-%) _ 10x — x? 0<x<10
N 2 2 2
Tenemos que maximizar la funcion:
a2
ol : f(@:loxTx, 0<x<10
f’(x)=¥=5—x=0 - x=5 — y=10-5=5

f(O=0; f(10) =0; f(5) = 2—25; y [ es continua. Luego, en x =5 estd el maximo|.

Los catetos miden 5 cm cada uno. El 4rea maxima es de 12,5 cm?.

3. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m, cudl es el que tiene la diagonal
menor?

d=N6-x?2+x*, 0<x<6
Tenemos que minimizar la funcion:
d,” 6—
Y =NG-x0? %, 0<x<6
. 206-x+2x _ -12+4x -6+ 2x
S = = =
x WO -2 +x2 26 -2 +x2 NG -x?+ %2

S =0 - -6+2x=0 — x=3

(f(O)=6; f(6)=06; f(3) = V18 = 3V2 = 4,24; y f(x) es continua. Luego, en x =3

hay un minimo).
El rectingulo con la diagonal menor es el cuadrado de lado 3 m.
4. Determina las dimensiones que debe tener un recipiente cilindrico de volu-

men igual a 6,28 litros para que pueda construirse con la menor cantidad posi-
ble de hojalata.

Suponemos el recipiente con dos tapas:

21r

( ,3
V=06,28[= 6,28 dm3
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Area total = 2wrh + 2mwr? =

=2nrcth +»)




Como V=m-r2-h=314-7r2-h=628 — h=—6&=%=h
,

3,14 - 12

Asi: Areal total = ZTW'(% + r) = Zn(% + r2)
r

Tenemos que hallar el minimo de la funcion:

S = Zn(% + 7‘2), r>0

_ 3 2
f’(V)=2n(—%+2r)=2n(ﬂ)=O - 2423 =0 — r=31=1

r 2

(Como  lim  f(r) =+eo, lim [f(r)=+eo, y [ escontinua en (0, +e); en =1 hay
r— 7= +oo

un minimo).

El cilindro tendra radio 1 dm y altura 2 dm.
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1. Calcula, aplicando L’'Hopital:

_ + . e¥—e™
a) lim sen x (1 + cos x) b) lim
x—0 X COS X x>0 Ssenx
_senx(1+ cosx 0 _cos x(1 + cos x) + sen x(—sen x
a) lim ( )=—=lzm ( ) ¢ )=2
x—=0 X COS X x>0 cos x + x(=sen x)
_ e —e¥ 0 _ o eY 4 e
b)) lim ———— =|—|= lim —— =2
x—0 Senx 0 x>0 COSX

2. Calcula:
X 4 x— 342x2+
a) lim i kY b) lim S TEXTTX 2x d
x>0 x2 x—o-1 x3+x2-x-1
—x _ X —x
'(l) lim w = [lim €—+1 = [im €_ = l
x—=0 x? x—=0 2X x—0 2 2
3 2 2
by lim x+2_x+x=(9)= lim M=(2)=
xo-1x3+xi-x-1 x—o-13x%+2x—1 0

lim 6'x—+4=i=l
x — -1 6x+2 —4 2
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3. Aplica L'Hopital: lim (cos x + sen x)V/*
x—0

Para poner [im (cos x + sen 20V en forma de cociente, tomamos logaritmos en
x—0

J () = (cos x + sen x)V/*.

_ 1 _
lim |—=In(cos x + sen x)| = lim
x—=0\X x—=0 X

l[mo (Inlf0))

In(cos x +senx) _ (2) _
0

- lim (=sen x + cos x)/(cos x + sen x) _ 1 = lim fo=el=e

x—0 1 x—0

4. Calcula: lim (1-2V*)x

x = +oo

_ o/ _ol/x . (_ 2y .
lim (1-2Y%)x= lim =2 =(8)= jim —2 GV 2

X — +oo x>t 1/x 0 X = teo (-1/x%

- lim 2V I =—Im2=In %

X —> +oo
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1. a) Explica por qué y = sern x cumple las hipétesis del T. de Rolle en el interva-
lo [0, m].
b) ¢En qué punto se verifica la tesis del teorema de Rolle?
a) y=senx es derivable (y, por tanto, continua) en todo R.
Ademais, f(0) = f(;) = 0. Por tanto, cumple las hipdtesis del teorema de Rolle.

b) y'=cosx=01{ _ . _ T
x e (0, m 2
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2. Aplica el teorema del valor medio, si es posible, a la funcion:
S(x)=x2-3x+2 en[-2,-1]

Calcula el valor correspondiente a c.

J(x0) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (=2, —1).

Luego, cumple las hipotesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

S -fl@ _ fCD)-f(=2) _ 6-12
b-a -1-(2 -1+2
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[l =2x-3=-06 — x=%

La tesis se cumple en ¢ = _—23

3. Repite el ejercicio anterior para la funcion g(x) = x3—x?—x+ 1.

g(x) es derivable (y, por tanto, continua) en todo IR. En particular, es continua en
[-2, —1] y derivable en (=2, —1).

Luego, cumple las hipdtesis del teorema del valor medio.

Veamos donde cumple la tesis:

g8 —gla) _ gD —-g(2) _ 0-(9 _
b-a -1-(=2) -1+2

9

g =3x?-2x-1=9 — 3x>-2x-10=0

2+V4+120 _ 2124 _ 2:2V31 _ 1+V31 - x=219

T 6 G 6 3 T—x=_152

1-v31
—

Por tanto, se cumple la tesis en ¢ =

4. Demuestra que f(x) cumple las hipé6tesis del teorema del valor medio en el
intervalo [2, 6]. ;En qué punto cumple la tesis?

f(x)={2x—3 si x<4

—x2+10x-19 si x> 4
lim f(x)= lim 2x-3)=5
X — 4" X —4

lim fQo) = lim (—x*>+10x-19) =5 } f(x) es continua en x = 4.
x—4" x—4

J@® =5

Luego, [(x) es continua en el intervalo [2, 6]. (Para x# 4 estd formada por dos po-
linomios).

Veamos si es derivable:

f’(x)={2 si x <4

2x+ 10 si x> 4

En x =4, tenemos que f'(47) = f'(4") = 2. Por tanto, la funcion es derivable en
(2, 6). Su derivada es:

10 = {2 si x<4

2x+ 10 si x> 4

Luego, se cumplen las hipotesis del teorema del valor medio.
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Veamos donde cumple la tesis:

6 -2 _5-1
6-2 4

4

=2 =1

4

flo=1 - 2x+10=1 — x=%

La tesis se cumple en ¢ = %

5. Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que x3—3x + b = 0 no puede tener
mas de una raiz en el intervalo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de b. (Hazlo
por reduccion al absurdo: empieza suponiendo que hay dos raices en ese in-
tervalo).

o f(x) =x3-3x+ b escontinua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).

, _ > _ /_x'z_l
S0 = 3x —5—O\x=1

La derivada solo se anulaen x=-1 yen x=1.

e Supongamos que f(x) tiene dos raices en [-1, 1], sean ¢, y c¢,. Por el teorema
de Rolle, como f(c)) = f(c,) =0, existiria un ¢ € (¢, ¢,) tal que f'(c) = 0.

Pero f'(x) soloseanulaen x=-1 yen x=1, que no estin incluidos en (¢, ¢,),
pues -1 <¢, ¢, <1

Hemos llegado a una contradiccion.

e Por tanto, x3 —3x+ b =0 no puede tener mds de una raiz en el intervalo [-1, 1],
cualquiera que sea el valo de b.

6. Calcula p, m y n para que:

f(x)={—x2+px si-1<x<3

mx +mn si 3<x<5

cumpla las hipoétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-1, 5]. ;(Dénde cum-
ple la tesis? Represéntala.

e Si x# 3, la funcién es continua, pues estd formada por polinomios. Su dominio es

(-1, 5.
e En x =3, para que sea continua, ha de ser:

lim fQo) = lim (=x*+ px) = =9 + 3p

X =3 x—=3
lim f(x)= lim (mx+mn)=3m+n -9+3p=3m+n
x — 3" x—3

JR)=3m+n=-9+3p
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eSi xe(-1,5 y x#3, suderivada es:

oy = ) 2x+p st -1 <x <3
S0 {m

si 3<x<5

e Para que f(x) sea derivable en x =3, ha de ser:

f’(S—)=—6+p} 6+p=m
S'GH =m

e Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle, ademas, debe tenerse que

S(=D = f(5); es decir:

SO ==-1-p | , _
f(5)=5m+n} 1-p=5m+n

e Uniendo las tres condiciones anteriores, tenemos que:

-9+3p=3m+n

-6+ p=m m=——; n=

-1—- p=5Sm+n

e Con estos valores:

—Zx+1—3O si —-1<x<3
—é si 35x<5

3

S =

10 5
2x+ — =0 = = —1
X 3 - X 36( )

La tesis se cumple en ¢ = %

—x2+1—0x si —1<x<3
S =

—§x+9 si 3<x<5
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32,8 Pam
1/
1/
\
5 4 g
/ 3
/ \
\
/
/
. \
4,

1. Demuestra que: “Si f es continua en [a, b], derivable en

ra x € (a, b), entonces f es decreciente en [a, b]”.

(a,b) y f'(x) <0 pa-

Si tomamos dos puntos cualesquiera x; <x, de [a, bl, se cumplen las hipotesis del

teorema del valor medio en [x;, x,] y, por tanto, su tesis:

Sy = flx)
X

Xy =Xy

=10 <0
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Se deduce que [(x,) — f(x) <0 vy, por tanto, f(x,) < f(x).

La funcion es, pues, decreciente en [a, bl.

2. Demuestra que: “Si f° "(x) =0y f'(xy) <0, entonces f presenta un maximo
en x,”
o

! h _ £ / h
S"(xp) = lim SO =) lim S+ <0
h—0 h h—=0 h

Si h <0, entonces:

S xy+h) >0 — f es creciente a la izquierda de x, (1
Si h >0, entonces:

J'(xy+h) <0 — [ esdecreciente a la derecha de x;, (2)

Por (1) y (2), f presenta un maximo en x,, ya que es creciente a la izquierda de x;
y decreciente a su derecha.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Recta tangente

1 Halla la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
que se indican:

a)y=In(tg2x) en x=%
b) y = Vsen5x en x=%

) x%+)?_2x—-8y+15=0 en x=2

a) ® Ordenada en el punto: x = % - y=0

2
* Pendiente de la recta: y'= 2+ 20 y,(ﬂ) =4

1g 2x 8
e Recta tangente: y = 4(x - %) = 4x — %
b) e Ordenada en el punto: x = % - y= g
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e Pendiente de la recta:

_ 5 cos 5x

V' - )
2\sen 5x

£)= 5(3/2) _ 5V3 _ Ve
6 2N2/2 22 4

® Recta tangente: y =

|

¢) e Ordenadas en los puntos:
4+ -4-8y+15=0 — »*-8y+15=0

8+V64-60 _8+2 __—V=5 — Puno(25)
4 2 T—y=3 — Punto (2, 3)

e Pendiente de las rectas:

2x+ 2yy'=2-8y'=0
2-2x 1-x

P'Ry-8=2-2x > y'=

2y—-8 y-4
1-2
(2,5 =2—= =1
Y5 =14
1-2
(2. 3) = =
2 3= 122

e Recta tangente en (2, 5): y=5-1-(x—-2) — ypy=-x+7

e Recta tangente en (2, 3): y=3+1-(x—-2) — y=x+1

e Halla las tangentes a la curva y = 2—x1 paralelas a la recta 2x +y = 0.
x —

S

La pendiente de la recta 2x +y=0 es m = -2.

Buscamos los puntos en los que la derivada sea igual a —2:

y= 2 -1 —2x _ 2x-2-2x _ -2
(x — 1)? x2-2x+1 x?-2x+1
y=2 5 — =2 -5 5 2= 2(2-2x+1D)
x2-2x+1

/x=0 —  Punto (0, 0)

Zo2x+1 Z_2x= -2 =
x X - X x=0 — x(x-2) O\x=2 S Punto (2, 4)

Recta tangente en (0, 0): y = —2x

Recta tangente en (2, 4): y=4-2(x-2) — yp=-2x+38
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3 Escribe las ecuaciones de las tangentes en los puntos que se indican (si en
algun caso no se puede, indica por qué):

a)y=th=# en0y In2
b)y=Vx+vVx+1 en x=0
C)y:(x2+1)senx en x=0 y Xx=1

e¥+e™

a)y'= 5

cEn x=0 - f(0)=0; f1(0)=1
y=x

cEn x=In2 —>f(ln2)=%; f’(ln2)=%

S R
y 4+4(x n2)

1
1+ —
by= il - LT )= 25 )= 1
2\/x+‘\/x+l 4Vx + 1 Vx+Vx + 1
y=1+éx

4

¢) Hallamos la derivada tomando logaritmos:

ny=mnk*+10"% — Iny=senx-n(x*+1)

!/

y7 =cosx - In(x?:+1) +senx- 2X

x2+1

y'= (2 + D% |cos x - In(x? + 1) + 2XINX
x?+1

*En x=0: > f(O=1; f(O=0 — y=1

eEn x=m: — f(0)=1; f'(n)=-n@+1)
y=1-In@+1) - (x—m)

(7.3~

Halla un punto de la grafica y = x? + x + 5 en el cual la recta tangente sea pa-
ralelaa y=3x+8.

e La pendiente de la recta y =3x+8 es m = 3.
e Buscamos un punto en el que la derivada valga 3:
Sl =2x+1
flo=3 - 2x+1=3 > x=1 —> yp=7
e El punto es (1, 7).
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Halla una recta que sea tangente a la curva:

v O

y=x%-2x+3

y que forme un angulo de 45° con el eje de abscisas. ;Hay algiin punto de la
curva en el que la recta tangente sea horizontal?

e Si forma un dngulo de 45° con el eje de abscisas, su pendiente es g 45° = 1.

e Buscamos un punto en el que la derivada valga 1:

Jx) = 2x -2
flo=1 - 2x-2=1 — x=% - y=%
-Larectaes:y=%+(x—%) - y=x+%

e Veamos si hay algin punto de la curva en el que la recta tangente sea horizontal;
es decir, en el que la derivada valga cero:

flx)=2x-2=0 - x=1 —> yp=2 — Punto(l,?2)

6  Obtén la ecuacion de la recta tangente paralela al eje de abscisas en las si-
guientes curvas:

aAy=xlnx b)y=x2ex c)y=sen2x
Una recta paralela al eje de abscisas tiene pendiente cero.

DYy =hx+x —=hx+1

1
x
=0 = Imx+1=0 - hx=-1 — x=el=d o y=_—1

e e

La recta tangente en el punto (l, _—1) es: y=—
e e e

b)y’=2x e¥ +x? e¥ = Qx +x%e*. Como e¥# (0 paratodo x:

= 2x + 2—0 (2+ )—0/96':0 - PUI’I[O(O,O)
P'=0 o laat=0 o xQE0=0_ _ , _ p0 o ek

e En el punto (0, 0), la recta tangente es: y =0

e En el punto (—2, i) la recta tangente es: y = 4
e? e?
o) y'=2cos 2x
T
2x = — + 2tk — =" +nk > y=
/X 2 v Y
y'=0 = 2(;052X=0\
2x=3—2n+2nle - x—%+n/e - y=-1
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¢ En los puntos (% + Tk, 1

, con ke Z, larectatangente es: y =1

e En los puntos (3775 + TR, —1), con ke Z, larecta tangente es: y = —1
7 Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva x7 - y* =1 en el punto (1, 1).
Para hallar la derivada tomamos logaritmos:
X y'=1 - ylhx+xny=hnl - yhx+xlny=0

Derivamos:
1 Y’
" + 9y =+ [ +x-=— =0
Y'inx+y ny+x 0

y'xylx+y?+xylny+x>y' =0
yymx+x?)==2-xylny

o P-xylny
S R I
xyInx+x

', D=-1

Por tanto, la ecuaciéon de la recta tangente en (1, 1) es:

y=1-(x-1); esdecir, y=-x+2

8 Halla el punto de la grafica de y = 2 Vx enel que la tangente forme un an-
gulo de 60° con el eje X. Escribe la ecuacion de esa tangente.

e Si forma un angulo de 60° con el eje X, su pendiente es g 60° = V3.

e Buscamos un punto en el que la derivada valga V3.

N .
2Nx \/;
yeV3 5 LoV L oo o oxel oo 2203
X 3 3 3
1 2N3
El t -, —.
punto es (5, 3)

e La recta tangente en ese punto seri:

y:
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Maximos y minimos. Puntos de inflexién

Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

wn O

b)y-= x3(3x—-8)

= x3_ 62
aAy=x X“+9x 12

O y=x%-2x3
1

d) y=x*+2x2 ey= 5
x“+1

Dy=e*(x-1)

a) f'(x) =3x>—12x+ 9

SO =0 5 3a2-dxt3=0 —» - ENOZ12
_ 4i2 /.x=3 e y=0
2 T—~x=1 - y=4
Signo de la derivada:
S'>0 S'<0 S'>0

Hay un minimo en (3, 0) y un maximo en (1, 4).
Puntos de inflexion:
[ =6x-12=0 — x=2 — yp=2
Como f"(x) <0 para x<2 vy f"(x)>0 para x> 2, el punto (2,2) esun
punto de inflexion.
3xt — 843
12

123 — 242
12

by =

= x3 - 2x2

S =

__—x=0 = »=0

SW=0 > Ha=D=0_ 5 s

f'<0 . f'<0 . f'>0
\ 1 \ 3 /

Hay un minimo en (2, _—4)

3

) s _ L /x=0 - =0
) =3x2—4x=0 — xBx-4) 0\x=4/5 — y=—(64/8D)

f'//>0 . f//<0 . fH>O
0 i
N2 N
. . 4 64
Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en 3 81 )
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0) f(x) = 4x3 — 6x°

: _ 5 ol /x=0 - =0
S =0 = XU=0=0=__ 3, . - 2716

<0 f<0 />0
T

\O\é/

. 3 =27
H =, —
ay un minimo en (2, 6 )

x=0 — y=0
£ = 1202 — 12x = 12x (e — 1) = 0<__ .

S0 fr<o [0
NI AN

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f1(x) = 4x3 — 4x
fl0=0 — 4x(x*+1D=0 = x=0 — »=0

S<0 0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, 0).
J(x) = 12x? + 4# 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
—2x
e f(x) = ————
(x? + 1?

=0 - 2x=0 — x=0 — y=1

/‘/>0 I j‘/<0

/ ! \

Hay un maximo en (0, 1.

1) = 2@+ D+ 2x - 2(x* + 1D - 2x _ 2(x* + 1) + 8x? 0x% = 2

@2+ D @1 a1
") = Oy EUNE S F} _3
=0 — x=+% 3 + ; i3 - V=
‘f//>0 . f//<O . ‘/<H>O

NZE YA A\
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3
3 b

w|®

7
b 4 .

EN{[SY

Hay un punto de inflexién en (— ) y otro en (

) fllx) =eXx—1D +e¥=e(x—-1+1) = xe*
=0 — xe*=0 — x=0 (pues e¥#0 para todo x)
y=-1

‘fH<O I .f//>0

\ 0 /

Hay un minimo en (0, —1).

Sf(x) = e¥ + xer =e¥X(1 + x)

") =0 - x=-1 — y=_—2
e
j‘”<o . f”>0

Y

Hay un punto de inflexion en (—1, i)
e

@ Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
§ ciones y di si tienen maximo o minimos:

1 2x—3 x2 x2-1
= b = = < = d =
Ay x2—4 )y x+1 9y x2+1 )y X
ay= Dominio =R —1{-2, 2}
x%—
flao=—=2 -0 5 x=0

(% — 4)*
Signo de la derivada:

S0 >0 <0 <0

i N N

La funcion: crece en (—oo, =2) U (=2, 0)

decrece en (0, 2) U (2, +o0)

. P -1
tiene un maximo en (0, e
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_ 2x-3 R L
b)y= s Dominio = R — {-1}

f/(x)=2(x+1)_(2x—3)=2x+2_2x+3= 5
(x + 1)? (x + 1?2 x+ 12

/') >0 paratodo x#—1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—oo, —1) U (=1, +o0).

No tiene maximos ni minimos.

Ay=—; 1 Dominio = R
x
i) = 2x(? + D —2x - x? _ 233+ 2x -2 | 2«
(.X‘Z + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x>0 — 2x=0 — x=0
Signo de la derivada:

f/<0 : f/>0

\ 0 /

La funcion: decrece en (—oo, 0)

crece en (0, +oo0)

tiene un minimo en (0, 0)

2
dy= xx—l. Dominio = R — {0}

Fi) = 2x -x—(r-1D _ 2x?-x?+1 _ x*+1

x? x? x?2
f'(x) #0 paratodo x#0.
() >0 paratodo x#0.
La funcion es creciente en (oo, 0) U (0, +o0).

No tiene maximos ni minimos.

11 Halla los intervalos de crecimiento y los miximos y minimos de las siguien-
S tes funciones:
8 -3« xZ+1 x3
ay=———— b)y-= Ay=
TS Y x2-1 Y x2-1
_ 2x%*-3x _ 2 - 8
dHy="—-— e)y=x3-3x2-9x ly=s—="—
y 3 x y y 2 (x—3)
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8-3x _ 8-3x

ay= oD o Dominio = R - {0, 2}
on . B2 —2x)—(8—-3x) - 2x—2) _ —3x%+ 6x—16x + 16 + 6x% — 6x _
S0 = - _
(x? = 2x)? (x? = 2x)?
(x? = 2x)?

16 +V256 =192 _ 16 + V64 _

f0=0 — 3x2-16x+16=0 — x-=

6 6
_ 168 __—x=4
6 T—x=4/3
Signo de la derivada:
F>0 [0 <0 f1<0 f'>0

/ ’ / é \é \ ! /
La funcion: es creciente en (—eo, 0) U (0, %) U (4, +o0)
es decreciente en (%, 2) Uae, 9
tiene un maximo en (%, —2)

|

tiene un minimo en (4, -

l\)l»—\

2
by=2= * L pominio = R {1, 1}
x? -1

2x(?-D—-?+ D-2x _ 23 -2x-2x3-2x _  —dx

S0 = (x? - 1)? (x? - 1)? (x%2-1)2

=0 - —-4x=0 — x=0
Signo de la derivada:

f'>0 . f>0 f'<0 . f'<0

/_i/é\i\

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (=1, 0)

es decreciente en (0, 1) U (1, +o0)

tiene un maximo en (0, 1)
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3
Oy= zx—l Dominio = R — {1, 1}

322 =D =3 - 2x _ 3xt—3x? -2t | ot —3x? | XP(x%-3)
(% = 1? (% = 1D? ?-1D*  ?-D?

x=0
flo=0 — xz(x2—5)=o< x=-3

x5

S =

Signo de la derivada:

>0 <0 <0 f<0 'S0 [0
///ng\\d \\\*6-\\\ i\\wél//z

La funcién: es creciente en (—oo, 3 U (\/3, +00)

es decreciente en (—V3, -DU (1, DU (1, V3)
33 )

tiene un Maximo en (—\/— T

tiene un minimo en (\/5 , #)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

2
dy-= % Dominio = IR — {2}

i) = (4x-3)-Q-20-Cx*-3x0) - (D _ 8x—4x*>—06+3x+2x*-3x _

(2 - x)? (2 - x)?
_ 2x?+8x-6 _ 2(x? - 4x + 3)
(2 -x)? (2 - x)?
S0=0 - x*-4x+3=0 —> x= 4z 126_12= 4i2\/Z =
_ 412 /.X=3
2 T~=x=1
Signo de la derivada:
S'<o0 />0 J'>0 /<0

\1/2/3\
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La funcion: es creciente en (1, 2) U (2, 3)
es decreciente en (—o0, 1) U (3, +o0)
tiene un minimo en (1, —1)

tiene un maximo en (3, -9)

e)y = x> - 3x? - 9x. Dominio = R

S0 =3x% —6x -9 =3(x? - 2x—3)

o S 2+V4+12  2+N16 244 __—X=3
=0 — x= = > T T Y~ =1

2

Signo de la derivada:

La funcion: es creciente en (—oo, —1) U (3, +o0)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)
tiene un minimo en (3, -27)

£ y= 8 = 8 . Dominio =R - 10, 3}

x2(x - 3) W 3x2

—8(3x?—6x) _ —8x(Bx—-6) _ —8Bx—06)
xt(x - 3)? x*(x = 3)? x3(x - 3)?

S0 =

=0 - 3x-6=0 —> x=2
Signo de la derivada:
f/<o /‘/>0 f/<0 I f/<0

\0 / 2\3\

La funcion: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—o0, 0) U (2, 3) U (3, +0)

tiene un maximo en (2, -2)

12 Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes
S funciones:

a)y=x3-3x+4 b) y = x% — 6x2 Ay=(x-2)*

2-x Dy=m(x+1)

dy-= x =
Dy=xe e)y =T 1
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a) y = x3 - 3x + 4. Dominio = R
S0 = 3x% - 3; f"(x) = 6x
S =0 = 6x=0 — x=0
Signo de f"(x):

La funcion: es convexa en (—oo, 0)
es concava en (0, +oo)

tiene un punto de inflexion en (0, 4)
b)y = x* — 6x2. Dominio = IR

S0 = 4x3 = 12x; f(x0) = 12x% — 12

=1
11 - 2 — /.X'
[ =0 — 12(x _D_O\x=1
Signo de f"(x):
S'>0  fr<o S">0

NN AN

La funcion: es concava en (—eo, —1) U (1, +e0)

es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexiéon en (-1, -5) y otro en (1, -5)
o) y = (x —2)* Dominio = R
F100 = 4(x = 2)% f(x) = 12(x — 2)?
[ =0 — x=2
S"(x) >0 para x#2
Por tanto, la funcién es concava. No tiene puntos de inflexion.
d)y = xe*. Dominio = R
Sl =e¥+xe¥=0+x)e"; ["x)=e*+ (1 +x)eX=Q2+x)e"
S =0 — x=-2 (e¥#0 paratodo x)
Signo de f"(x):

f// <0 I f‘// >0

2\
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La funcion: es convexa en (—oo, —2)

es concava en (=2, +oo)

tiene un punto de inflexion en (—2, —l)

o2
_2-x S
e)y—m. Dominio = R — {-1}
f/(x)=—1(x+1)—(2—x) _x—-1-2+x _ -3
" (o + 1)? (x + 1? (x + 1)?
6
"x) = ———
S i

Sf"(x) #0 para todo x.

Signo de f"(x):
f” < O . f// > 0

N\

La funcién: es convexa en (—oo, —1)

es concava en (=1, +oo)

no tiene puntos de inflexion

) y=n(x+ 1. Dominio = (-1, +eo)

, _ 1
e -
-1
)= — =L
S =

f"(x) <0 para x € (=1, +o0)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +oo).

PARA RESOLVER

13 Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de in-
flexion en el punto de abscisa x = 1:

a)y=1+(x-1)3 b)y=2+(x-1)*
Jy=3-(x-1° dDy=-3+2x-1)»
a) f1(x) = 3(x— D S0 = 6(x -1

S50 0 J1<0 o

7 Y
Hay un punto de inflexion en x = 1.
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b) f1(x) = 4(x— D3, S0 = 12(x — 1)?

j‘r <0 I f‘/ >0 f// >0 I f‘// >0

~ ' AR,

Hay un minimo en x = 1.

O f1(x) = —6(x— 13, S0 = =30(x — D*

S>00 0 [1<0 Jr<0 <0

T N O

Hay un maximo en x = 1.

d) 10 = 10(x — DY S = 40(x — 1)3
f/>0 I f/>o f//<0 I j‘//>0

7 Y

Hay un punto de inflexién en x = 1.

Pagina 322
14 Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva y = L enel punto (3, %)
x

Comprueba que el segmento de esa recta comprendido entre los ejes de
coordenadas esta dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia.

-1 -1
W= -1
S -2 A 5

e Ecuacion de la recta tangente en (3, %)

%(x— 3)

y-1
3

e Puntos de corte de la recta tangente con los ejes coordenados:
x=0 — y=% — Punto (0, %)

y=0 — x=6 — Punto (6,0

a1 fo. 2] oo [E- 2 - 2

dist [(3, %), (6, O)] = \j6 —3)2 + (O - %)2 = V82

La distancia es la misma.
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@ Dada la parabola y = 3x2, encuentra un punto en el que la recta tangente a

17

la curva en dicho punto sea paralela a la cuerda que une los puntos (0, 0) y

(4, 48).

e La cuerda que une los puntos (0, 0) y (4, 48) tiene pendiente:

e Buscamos un punto de la funcién y = 3x? en el que la derivada valga 12:
S0 = 6x
fllo=12 - 6x=12 — x=2

e El punto es (2, 12).

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 4x3 — 2x% — 10 en su
punto de inflexion.

e Hallamos su punto de inflexion:

S0 = 12x% — 4o, f"(x) = 24x — 4

S =24x-4=0 —> x= %
f<0 | [0 ; i o (1271
' ay un punto de inflexién en (—, ——).
1
e Pendiente de la recta tangente en ese punto: [ /(%) = —%

e Ecuacion de la recta tangente:

_.2n 1/ 1
27 s(x 6)

Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de la fun-
ci6n dada por: y= |x2+2x—3|

_2xV4+12 244 __—X71

2 -
X“+2x-3=0 — > > T~ x-_3

x2+2x-3 si x<-=3
SO =4 _x2-2x+3 si 3<x<1
X2+ 2x—-3 siox>1

2¢+ 2 si x<-3
Sl =9-2x-2 si 3<x<1
2+ 2 siox>1
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En x = -3 no es derivable, pues [/(=37) = -4 # [/(-37) = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = -4 # f'(17) = 4.

e Veamos donde se anula la derivada:
2x+2=0 — x=-1
Pero f'(x) =2x+ 2 para x<-3 y x> 1.
2x-2=0 —> x=-1y fllx)=-2x-2 para -3<x<1

Por tanto f’(x) se anula en x=-1.
e Signo de la derivada: f1<0 7150 F1<0 F>0
\ 3 / ) \ 1 /

e La funcion: es creciente en (=3, —1) U (1, +0)

es decreciente en (—oo, =3) U (-1, 1)
tiene un maximo en (=1, —4)
tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0).
18 Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-
cion y=|x2-4|.

X2 -4 si x<=2
SO =9-x2+4 si 2<x<2

x2—4 si x>2

2%  si o x <=2
Sl =9-2x si 2<x<2

2x  si x> 2

En x =-2 no es derivable, pues f/(-27) = —4 # [/(=2%) = 4.
En x =2 no es derivable, pues f'(27) = -4 # f'(2") = 4.

e La derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada: <0 £1>0 <0 £1>0
\ -2 / 0 \ 2 /

e La funcién tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = [lim f(x) = +eo).
X —> +oo X —> —o°

e Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) 20 para todo x.
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X
tenga un Unico ex-

x2+c

@ Halla el valor de ¢ de modo que la funcion y =

S

tremo relativo.
éSe trata de un maximo o de un minimo?
eX(x? + ¢ — 2x)
(xz + C)Z

4 — 4¢
2

oy - ¥+ o) —e¥ - 2x
S0 1o
2+

Sl =0 — x*-2x+c=0 — x-=
c=1

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 —
En este caso seria:
e¥(x + 1)?

e.x
= ;S0 =
Y x2+1 / (x?+1)2

fllo=0 - x=1
S0 >0 si x#1 — f(x) escreciente si x # 1.
Hay un punto de inflexion en x = 1.

20 Estudia el crecimiento de la funcion:
f(x) =e*(cos x + sen x)
y determina los maximos y minimos de la funciéon para x [0, 2n].
Consideramos la funcion: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2m].
Calculamos la derivada:

S0 = e¥(cos x + sen x) + e*(=sen x + cos x) = e¥(2 cos x) = 2e* cos x

(para x € [0, 2n))

S0=0 — cosx=0<x= m
2

Signo de la derivada:
S0
1|t 3n 2n
P~ T

La funcion: es creciente en |0, %) U STn’ 27;]
es decreciente en (E, 5—75)
27 2
K2 en/z)
2 bl

tiene un Maximo en (
; P 1
tiene un minimo en (37, _6315/2)
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21 Dadala funcién y = ax* + 3bx3 — 3x2 — ax, calcula los valoresde a y b sa-
biendo que la funcion tiene dos puntos de inflexiéon, uno en x =1 y otro en
x=1/2.

J1(x) = 4ax3 + 9bx* — 6x —a
J(x) = 12ax* + 18bx - 6

" =0 — 12a+18b-6=0 20 +3b—-1=0
/2 =0 - 3a+9b—-6=0 a+3b-2=0

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 22 ecuacion: 3b-3=0 — b=1

22 Sea f(x) = ax3+ bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, £'(0) = 2
S vy tiene dos extremos relativos para x=1y x=2.

a)Halla a,b,c y d.

b) ;Son maximos o minimos los extremos relativos?

a) f(x) = ax3+bx*+cx+d

S0 = 3ax? + 2bx + ¢
f(H=0 — a+b+c+d=0 a+b+d=-2 a:%
S(=2 - c=2 c=2 b=_—23

(=0 — 3a+2b+c=0 3a + 2b=-2 c=2

f(2)=0 — 12a+4b+c=0]| Ga+2b=-1 | d==2

6
s - 1 3 3 2 5 7 ) — .
Asi: f(x)—gx—ix +2x—g, Sl =x"-3x+2=(u-1) (x-2)
b) Signo de la derivada:
/>0 f'<0 f'>0

Hay un maximo para x =1 y un minimo para x = 2.
La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
s punto de inflexién en (2, 1). Calcula a,b y c.

y=x3+ax?+bx+c
f1(x) = 3x% + 2ax + b
f"(x) = 6x + 2a
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D=0 - —1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-06

J=1 — 8+4d4a+2b+c=1 4da +2b+c=-7 b=1—30
12 =0 — 12+2a=0| a=-6 C=%}

24 De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x +y = 0.

a)Halla a y b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) f(x) = ax3 + bx; [f'(x)=3ax>+b
fD=1 — a+b=1 } a=-2

= )3
f(H=-3 — 3a+b=-3 b=3 }f(x) 2x3 + 3x

b) f/(x) = —6x% + 3
S=0 - B3Qx*-D=0 <

Signo de la derivada:

f'<0 f'>0 f'<0

= V2
\_ Nz
2

La funcion: es decreciente en (—oo, ——

. V2 2
es creciente en |———, —
2 2

tiene un minimo en |———

tiene un maximo en (

@ La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f'(1) =0 yque f
no tiene extremo relativoen x =1. Calcula a,b y c.

@& Sies f'(1) =0 y no bay extremo relativo, tiene que baber una inflexion en x = 1.
S0 =x3 +ax? + bx+c
Ji(x) =3x%+ 2ax + b
J"(x) = 6x + 2a
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26
S

=1 - 1+a+b+c=1 a=-3
(D=0 — 3+2a+b=0 b=3 S0 = a3 = 3x? + 3x
=0 - 6+2a=0 c=0

Sea f(x)=x3+ax?*+bx+5. Halla a y b para que lacurva y = f(x) tenga
en x =1 un punto de inflexion con tangente horizontal.

Sien x =1 tiene un punto de inflexion con tangente horizontal, ha de ser

Sf1D =" =0.
S =x3+ax? + bx+5

S0 = 3x% + 2ax + b

J"(x) = 6x + 2a
=0 —> 3+2a+b=0 =3 , ,
[ =0 = 6+2a=0 p=3z [JD X3 3eS

Lacurva y = x3 + ox? + Px +y cortaal eje OX en x =1 y tiene un punto de
inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente
paralela al eje OX.

S =x3+ox? +Px+y; [0 =3x7+ 20 + B; (%) = 6x + 20

JW=0 — 1+a+B+y=0 o=-9
B3 =2 - 27+9a+3B+y=2; B=24
f"3) =0 — 18+2a=0 v =-16

Ast: f(x) = x3 = 9x? + 24x - 16; f'(x) = 3x? — 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

_18+V324-288 _ 18+V36 _ 1816 _— ¥ =4

S0=0 - g G . ——x-2

e Los puntos son (4, 0) y (2, 4.

Halla los puntos de la curva y = %xz +4x—4

en los que la recta tangente a esta pase por el punto (0, —8). Escribe las ecua-
ciones de las rectas tangentes.

@& La ecuacion de la tangente es y =f(a) + f'(a) (x —a), donde f(a) = %az t4a—-4 y
Sf'(a) = %a + 4.

Sustituye en la ecuacion de la tangente y baz que esta pase por (0, —8).

La ecuacion de la tangente en (a, f(a)) es y = f(a) + f(a)(x— a).
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Como [(a) = %az +4a—-4 y [la)= %a + 4, queda:

y= Loz da—d+ (la+4) (x—a)
4 2
Si la recta tangente pasa por (0, —8):

—8=%a2+4a—4+(%a+4)(—6l)

—8=%a2+4ﬁ—4—%a2—4&

- -16=-a’? - a*= 6\a

e Hay dos puntos: (=4, -16) y (4, 16)

e Recta tangente en (-4, —16): [/(=4) = 2
y=-16+2(x+4) — y=2x-8

e Recta tangente en (4, 16): f"(4) =6
y=16+6(x+4) — yp=6x-8

29 Halla los puntos de la curva y = 3x% —5x + 12 en los que la recta tangente a

S ella pase por el origen de coordenadas. Escribe las ecuaciones de dichas tan-
gentes.

y=3x%-5x+12; f/(x)=6x-5

e La recta tangente en un punto (a, f(a)) es:
y=flw+ f(a)(x— a); es decir:
y=3a*-5a+ 12+ (6a-5) (x—a)

e Para que pase por el origen de coordenadas, ha de ser:
0=3a*-5a+12 + (6a —5) - (-a)
0=3a*-50+12-6a*+ 54

e Hay dos puntos: (-2, 34) y (2, 14)

e Recta tangente en (-2, 34): ['(-2) = —-17
y=34-17x+2) — y=-17x

e Recta tangente en (2, 14): f/(2) =7
y=14+7x-2) —> y=7x
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30 Dadala funcion f(x) = x%—3x + 4:

S

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a f en un punto cualquiera x = a.
b) Halla el valor o valores de a para que dicha recta pase por el punto
P(0, 0) (exterior a la curva).
) f0) =x*—3x+4; flx)=2x-3
La recta tangente en x = a es:
y=fla)+ f'(a)(x— a); es decir
y=a*-3a+4+Qa-3) (x— a)

b) Para que la recta pase por (0, 0) sera:
0=a*-3a+4+Qa-3) - (-a)

0=a’-30+4-2a*+ 3

=2
,_—a
a 4\“=2
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32

Halla el angulo que forman las rectas tangentes a las funciones f(x) y g(x)
en el punto de abscisa 2:

Sf(x) =2x— x? g(x)=x2-x-2

@& Recuerda que el dngulo de dos rectas se puede calcular asi: tg o =
donde m; y m, son las pendientes de las rectas.

>

’ m; —m,

1+m;m,

e La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=2 es:

) =2-2x — fI2)=-2

e La pendiente de la recta tangente a g(x) en x =2 es:

g=2x-1 - g'2=3

e El dngulo que forman las dos rectas sera:

2-3

T ¢ =1 — o=45

tg(x=‘

Halla el dominio de definicion, maximos, minimos e intervalos de creci-
miento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a)y=x’Inx b)y=\l3x2+2x
a) y = x? Inx. Dominio = (0, +0)

Sl =2xnx+x? —=2xInx+x=xQnx+1

] |=
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=0 - xQInx+1=0

/x =0 (no vale, pues no esta en el dominio)
—

2Inx+1=0 — lnx=—% S x=e 2=

i

Signo de la derivada:

<0 [0

0~ JRYA _—

La funcién: es decreciente en (0, e~/2)

es creciente en (e712, +eo)

. . _ -1
tiene un minimo en (e 172 o
e

b) y = Va2 + 2x . Dominio = R

2x + 2
33(x2 + 2202

=0 — 2x+2=0 — x=-1

(La funcion no es derivable en x =0 nien x=-2).

J'Co =

Signo de la derivada:

J'<0 . /<0 . [0 L [>0
\ ) \ -1 / 0 /

La funcion: es decreciente en (—oo, —1)

es creciente en (=1, +o0)

tiene un minimo en (-1, 1)

33 Entre todos los triangulos isosceles de perimetro 30 cm, ¢cudl es el de area
S  maxima?

Perimetro = 2x + y =30 — y»=30-2x

2
Altura = h = A x% - yT

B ,,, s (Be—2x)?

2 2

Area

= 60_2x*260x_225=(15—xTBQx—225=‘W15—xﬂ6ax—229 -

V30x3 — 1125x2 + 13500x — 50625
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Tenemos que maximizar la funcion area:

(0 = V303 — 112552 + 13500x — 50625

90x2 — 2250x + 13500

S0 =
273003 — 112542 + 13500x — 50625

S =0 — 90x%—2250x + 13500 = 0
90(x% — 25x + 150) = 0

oo 252V625-600 _ 2525 2545 —*=15 (novale)
2 2 2 T~x=10

(x =15 no vale, pues quedaria y =0, al ser perimetro = 30)

(f"(x) >0 alaizquierda de x=10 y f(x) <0 ala derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de drea miaxima es el equilitero de lado 10 c¢m, cuya area es

25V3 =433 cm?.

@ Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cual debe ser el radio de la base?

hZ+R2=100 — R?=100- h2
Volumen = %nth - %n(loo — h?h = %n(looh —h3)

Tenemos que maximizar la funcién volumen:

Fh) = %n(looh 1)

Fi(h) = %moo ~3h?)

F()=0 — 100-3h2=0 — h='\,%

(consideramos la raiz positiva, pues h > 0).

f'(h) >0 alaizquierda de h = \'% y f'(h) <0 ala derecha de h = '\'—1(3)0 ,
Luego, en h = \,% hay un métximo).

Por tanto, el radio de la base sera:
R2 =100 - h? = 100_%0 - Zsﬂ o R- 1[%
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Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea
8 dm3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior
sea minima.

Volumen = x*y =8 dm3 — y= 8
x2 )
Su, icie = 2 = 8 2 _ 32 2
iperficie = 4xy + 2x 4x—2 + 2x -~ +202
X
X
Tenemos que hallar el minimo de la funcion superficie: =
— 3
f(_x) = 2 +2x2 f/(x) _ 32 ¥ 4o = 32 + 4x
X A2 2

S =0 - 32+4x3=0 - x>=8 > x=2 > y=2

(En x =2 hay un minimo, pues f/(x) <0 para x<2 y f/(x)>0 para x> 2).

Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.

En un triangulo isosceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectangulo en funcion de la longitud de su base,
x, y di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.

Py Py
a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB =10 cm — —
AB _ BC
DE  EC
b Como AB =10 cm DE =y
! BC=6cm BC= 1225
B E C
D A tenemos que:
12
i 106 10 _ 12
y 12 —x y 12 —x
2
1002 —x) _ 502 -x) _ 60— 5x
1012 —x) =12y — = = =
(12-0 =12y =y 12 6 6
Por tanto, el area del rectingulo es:
_s ) 5,2
A=x-y=x- (60(>x)=60x65x o A = 6Ox65x
O

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)
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b) Hallamos el maximo de A(x):

A = 90 —610x

A =0 - 60-10x=0 — x=6 — p=5
(En x =6 hay un maximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 0).

El maximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 6, que corresponde al rectin-
gulo de base 6 cm y altura 5 cm. En este caso, el drea es de 30 cm? (que es el
drea maxima).

37 De todos los rectaingulos de irea 100 dm?, halla las dimensiones del que
S tenga la diagonal minima.

Area = x -y =100 dm?* — y=m

x

d y La diagonal mide:
2

] d= T = \/x2+(120) _ \/x2+ 10;)200

Tenemos que minimizar la funcion:
1
() = |22+ o;zoo
dx — 20000 )
A1) = x  _ 2x%'-20000 _ _ x*-10000
gafy2 4 10000 5 5 Nxt +10000 x2\x% + 10000
x? x

') =0 — x1-10000=0 — x=310000 =10 — x =10 — y =10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 alaizquierda de x=10 y d'(x) >0
a la derecha de x = 10).

Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

@ Un triangulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y
la altura relativa a ese lado de 5 m.
Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de B
distancias a los tres vértices sea minima.

altura = 5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
S=2d, +d,
Pero: d, = Va2 + 36 y dy=5-x
Por tanto:

S =2Vx2 +36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcion S(x):

2x _ 2x—Va? + 36

-1
2Vx2 + 36 Va2 + 36

S0 =0 — 2x—Vx?+36 =0 — 2x=Vx?+36
4x2=x2+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=V12=2V3

S'(x) =2~

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = 0).

(En x = 2V3 hay un minimo, pues S'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2Y3m de la base, situado sobre la al-
tura.

Halla la base y la altura de una cartulina rectan- N L
gular de perimetro 60 cm que, al dar la vuelta ]
completa alrededor de un lado vertical, genere :

un cilindro de volumen maximo.

Perimetro cartulina = 2x+2y =60 — x+y=30 —

- x=30-y

Volumen = my*x = 1y*(30 — ) = ©(30p? — »3)

Tenemos que maximizar la funcion:
V() = n(30y* - »¥)
V'(» = n(60y - 3y%)

V= 0 (no vale)

Vo) =00y =32 =0 - 3yQ@0-p=0<T_ T,y

(En » = 20 hay un maximo, pues V'(3) > 0 a la izquierda de este valor y
V'(») <0 a su derecha).

Los lados de la cartulina medirin 20 cm y 10 cm.

2 2
El punto P(x,y) recorre la elipse de ecuacion: x_S + % =1

Deduce las posiciones del punto P para las que su distancia al punto (0, 0)
es maxima y también aquellas para las que su distancia es minima.

La distancia de P a (0, 0) es:
D = \Nx*+)?

ys Como P es un punto de la elipse:
X2 )2 5 ( 52 )
N (R Vo) |
59 R ST

- Px, )
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Asi, la distancia es:

’ 2 V16x? + 225
_ 2 1_i)=\/16x +225 _ \16x
D(x) \/x +9( % > 5

El dominio de la funcién es el intervalo [-5, 5].
Hallamos el maximo y el minimo de D(x):

32x

10V 16x2% + 225

D(x)=0 — x=0

D'(x) =

(En x =0 hay un minimo relativo, pues D'(x) <0 para x<0 y D'(x) >0 para
x> 0).

Veamos el valor de D(x) en x =0 y en los extremos del intervalo [-5, 5]:
D(0) =3; D(5)=D6) =5

Por tanto, las posiciones de P que nos dan la distancia mdxima son P(5, 0) y
P(=5, 0); vy las que nos dan la distancia minima son P(0, 3) y P(0, -3).

En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?.

¢Cual debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posi-
ble?

Y Area lateral cilindro = 2m7h = 50 em?  — h = -2
\_/ 21r
El volumen del cilindro es:
b
Vemrh=m? 20 =25r o V() = 25r
r
- o Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
r \QC que el dominio de V(») es el intervalo (0, 5].
10 cm Tenemos que maximizar V(r) = 257, con r € (0, 5].

Como V(r) es una funcidn creciente, su maximo se alcanza en r = 5.

Dada la funcion f:[1, e] > R definida por f(x) = 1, In x, determina cua-
x
les de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:

, xell, €

S ==+
X

1
X
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Calculamos la derivada de [f'(x); es decir, ["(x):

f"x=0 = 2-x=0 — x=2 €ll, ¢

(En x =2 hay un maximo relativo de f'(x), pues f”(x) >0 ala izquierda de ese
valory f"(x) <0 a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

=L =025 =0, fer=-2=L <023
4 &2

Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:
1

-1 e
f@=Lamz po-1

La recta es: ) = % +In2+ %(x— 2)

Se desea construir un deposito de latén con forma de cilindro de area total
54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el vo-
lumen sea maximo.

Area total = 2wrh + 2nr? = 54 cm?

_ 54-2mr?
2nr

h

54 — 2my2
21r

Volumen = tr*h = nr? - = rQ27 =) = 27r— i3

Tenemos que maximizar la funcion V() = 27r — wr3:

Vi(r) = 27 — 3mr?

Vi) =0 — 27-3m2=0 — 7’2=£=% -1

3n r

(En r = 3 hay un minimo, pues V'(r) < 0 a la izquierda de este valor y

Vn

V'(r) > 0 a su derecha).
3

6 . . . .
Para r= == — h = —, dimensiones del cilindro de volumen maximo.

n Vn’

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y
capacidad 80 cm3. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado
material, pero para la base debemos emplear un material un 50% mas caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.
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Volumen = x*y =80 cm3 — y= 8_(2)

x
) Para la tapa y el lateral — z €/cm?
Para la base — 1,5z €/cm?
_______________ El precio total sera:
X P=z(x?+ 4x)) + 1,52(x?) = z(xz + 4 %) +1,5x%z =

= Z(x2 + @) +1,5x%z = Z(xz £ 320, 1,5x2) =
x x

z(Z,SxZ + i0)
x

Tenemos que minimizar la funcion que nos da el precio:
P(x) = z(2,5x2 + @)
X
o) = 320\ _ _(5x%-320
oo 252
P(x)=0 — 5x3-320=0 — x%=64 — x=4 — yp=5

(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 ¢cm de altura.

Entre todos los triangulos inscritos en una semicircunferencia de 10 cm de
diametro, scual es el de area maxima?

La base mide 10 cm. El drea es:

Area = % =5h; he(0, 5]

: El de drea maxima serd el que tenga la maxima altura,
10 cm es decir, h =5 cm. Su drea es 25 cm?.
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@ Con una lamina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin

tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

Si la altura de la caja no puede pasar de 2 dm, ¢cual es la medida del lado del
cuadrado que debemos recortar?
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x _x El volumen de la caja es:

Vix) = x(10 — 2x)%, x € (0, 5)

x 10 — 2x

<«—10 dm ——

Tenemos que maximizar esta funcion:
V(x) = x(10 = 2x0)% = x(100 + 4x% — 40x) = 4x3 — 40x% + 100x

V() = 12x? — 80x + 100 = 4(3x% — 20x + 25)

V) =0 — x= 20 + V400 =300 _ 20 £ V100 _ 20 + 10— =5 (novale)
6 6 6 T—~x=5/3

(En x =5/3 hay un miaximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este va-
lor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Si la altura no puede pasar de 2 dm; es decir, si x € (0, 2), obtenemos el mismo re-
sultado: x = 5/3.

Dado » >0, prueba que entre todos los nimeros positivos x e y tales que
x?+y*=r, lasuma x +y es maxima cuando x =y.
Como x%+ p2 =7 ynos dicen que y>0, entonces: y = \Nr—x2

Asi, la suma es: S=x+y=x+ \r—x’

Tenemos que maximizar la funcion S(x) = x + Vr—x?:

—2x X _ Nr—x?-x

S0 =1+ -1-
2\ — &2 Vr— a2 V- x2

S) =0 — Vr—=x?=x = r-—x?’=x> = r=2x* - x?*=-=-

Como x>0 — x='\,%

(En x = ’\'% hay un maximo, pues S'(x) > 0 a la izquierda de ese valor y

S'(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y=m=1“_% =4,%

. ’ r
Por tanto, la suma es maxima cuando x =y = =
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49

El valor, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo ¢ vie-
ne dado por f() =9—(t—2)% 0<t<4,5.

Deduce en qué valor de ¢ alcanzé su maximo valor y en qué valor de ¢ al-
canzo6 su valor minimo.

Derivamos la funcion f(2):

S ==20t-2)
Los puntos criticos son:

fH=0 - 20-2)=0 —> -2=0 — =2
La funcién f tiene un punto critico en (2, 9).

S =2

S =-2<0 — (2,9 esun maximo.

Ademas, como la funcién es una pardbola con las ramas hacia abajo, el minimo se
alcanzara en uno de los extremos del intervalo:

J( =5
f4,5) =275 — (4,5;2,75 esun minimo.

Por tanto, el maximo se alcanza para ¢ =2 y el minimo para = 4,5.

De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la
forma: 2 1,2

y=2+mkx-1

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:

—Coneleje ¥ - x=0 —» py=2-m — Punto (0,2-m)
. 2 2

— Conelege X - =0 = x=1-—=— — Punto (1——,0)
m m

El area del tridngulo es:

Alm) = l(1_l)(z_m)= l(z—m—i +2) - l(4—m—i)
2 m 2 m 2 m
Hallamos el minimo de la funcién:
2
A'Cm) = l(—l + i) - omrd
2 m? 2m?

/ ~ 5 ___—m=2 (novale)
A(m)=0 — -m +4—0\m=_2

(m =2 no vale, pues no formard un tridngulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).
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(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'(m) >0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:

y=2-2(x-1); esdecir: y=-2x+4

50 cCalcula la generatriz y el radio que debe tener un bote cilindrico de leche
condensada, cuya area total (incluyendo las dos tapas) es de 150 cm?, para
que su volumen sea maximo.

Area total = 21rg + 2nr? = 150 cm?

AN
N_ - 150 — 27r?

2nr

150 — 2mr?

=75r—mrd
2nr >

g Volumen = wr?g = wr? -

JUPPPETEEEEERI N Tenemos que maximizar el volumen:

~ V(r) =75r—mr3;, V() =75-3nr?

Viin=0 — 75-3mr’=0 — r='\,;—i='\’%=%

(Solo consideramos la raiz positiva, pues »>0).

(En r = hay un maximo, pues V/(r) > 0 a la izquierda de ese valor y

S
n
V'(r) <0 a su derecha).

Por tanto: r = i 10

Ve 8Tk

51 Dos postes de 12y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un ca-
ble que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de es-
tos. ¢;Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del
cable sea minima?

La longitud total del cable es:

12 m 1o m L(x) = Va2 + 122 + V(30 — x)? + 182; es decir:
X ) o 30-x
30m Lo = Nx? + 144 + Vx? — 60x + 1224
1/Cx) = 2x N 2x — 60 x x — 30

= + =
2VxZ + 144 2Va2—60x + 1224 Va2 + 144 Va2 — 60x + 1224

xVx? = 60x + 1224 + (x — 30) V2 + 144
V(2 + 144) (x2 — 60x + 1224)
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I') =0 — xVx?2—60x+ 1224 + (x—30)Vx? + 144 =0
x Va2 — 60x + 1224 = —(x — 30)Vx2 + 144

X2 (% = 60x + 1224) = (x — 30)%(x2 + 144)

xt = 60x3 + 122452 = (2 — 60x + 900) (%2 + 144)
xt = 60x3 + 122452 = x1 + 14452 — 60x3 — 8640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8640x — 129600 = 0

x?+48x-720=0

o —i8£N2304+ 2880 _ —48 V5184 _ —48272 _— X =12

2 2 2 T~ x=-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del
poste de 18 m).

@ Calcula el punto de la curva y = 1 5 en el que la pendiente de la recta tan-

1+x
gente sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = 1 S en x es ['(x). Tenemos que
1+
hallar el maximo de f'(x).
—2x
S = —=——
(1 +x%)?

10 = 20 +x)?+2x -2 +ad) 20 - 20 +xH +8xF | o2

1+ x> (1 +x2)?3 (1 +x2)?3
[0 =0 — 6x?-2=0 — x=i'\,%
f//>0 . f'//<0 . f//>0

\ _\/Ig \\/Ig / .X'liz/}zoo f,(X) ) xlin:lroo jl(X) =0

En x= —'\’% hay un maximo (absoluto) de f'(x) y en x = '\,% hay un mini-
mo (absoluto) de f'(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima es:

53
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53 Dentro del triangulo limitado por los ejes OX y OY ylarecta 2x+y=8, se
S  inscribe un rectangulo de vértices (a, 0), (0, 0), (a, b) y (0, b). Determina el
punto (a, b) al que corresponde el rectangulo de area maxima.

a 4\

e El punto (a, b) es un punto de la recta 2x + y = 8.
Por tanto, 2a + b =8; es decir, b =8 - 2a.

e Como el rectingulo esta inscrito en el tridngulo,
a € (0, 4).

e El drea del rectangulo es:

Area=a-b=a (8 -2a) =8a-2a? ac(0,4)
e Tenemos que maximizar la funcion:

A(a) = 8a — 2a? a e (0, 4)

Ala)=8-4a=0 — a=2 — b=4

(En a = 2 hay un maximo, pues A'(a) > 0 a la izquierda de este valor y

A'(a) <0 a su derecha).

e Por tanto, el punto es (2, 4).

54 cCalcula, utilizando la regla de I’Hopital, los siguientes limites, que son del

S . (o
tlp()(a).

3 x 3
a) tim X+l b) 1im M(e** x°)
x—>-1x2-3x—4 x>0
@ tim =0 e) lim HClgX—X
x—0 X x—>0 X—Ssenx
- In(cos 3x) . Im(1+ x)
lim ———==2 h) lim —————
g)an x2 x>0 \x3
i) tim (x—senx)
x>0\ Xsenx
) P+ o 3x? 3 3
D lim —2 " = lim == =-=
x—>-1x*2-3x-4 x—>-12x-3 -5 5
X 3 2
by g e+ x0) e et d 3T
x>0 X x—0 e+ x3
O lim X o gy X

x—0 1 —cosx x—0 Senx

Hallamos los limites laterales:

. cosXx
lim
0 Senx

_ . cos X
=—oo; ]
x —0F Sen x

= +oo
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_ sen x
c) lim ————
x—0l—cos x

X _ psenx
) im £
x—0 1—cos x
_ 2
D lim 1-—cos“(2x)
x>0 32



X _ X X _ X
& tim L= gy, @A —bTInb gy = L
x—0 X x—0 1 b
1 -2x 6x? — 2
o) lim X=X _ g, 1EXT + & = lim Ara®? g, A
x—0 X—Senx x—0 1—cosx x>0 Senx x—0 COsx
£ lim X _ psenx - Y X — eSNX . o5 _
x—0 1—cosx x =0 sen x
¥ — SN cog2 i + SN oy x
= [lim =0
x—0 COS X
-3 sen 3x
@ lim In(cos 3x) _ Iim 98 3x  _ lim =31g3x _
x—0 x2 x—0 2x x =0 2x
_ 291 + 1e% 3x) 9
= g 2 T8TO0 7
x =0 2 2
. )
_ m(+x) 1+x 4\x _
h) Iim ———> = lim = lim ————— =
x—0 \/; x>0 5 x—0 31 +x)
4\
2 .
D lim 1—cos* 2x) _ lim 2 cos (2x) sen (2x) - 2 _ lim 2 sen 4x _
x—0 3x2 x—0 6x x—0 6x
. sem4x _ ,.  4cosdx _ 4
= lim —— = lim ———— = —
x>0 3x x>0 3 3
D lim x—senx )\ _ . 1 — cos x - lim sen x
x0\ Xxsenx x—0 Senx+ xcosx x50 COSX+ COSX—XSenx

@ Calcula los siguientes limites:

a) lWm cosxn(igx)
x —>@/2) x—>0

c) lim (1g x)°s%

x> /27 x—0
e lim (1+x)Vx ) lim xln(
X —> +oo X — +oo

2) lim (1 — sen 2x)°018 3% h) lim
x—0 x—0
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(1

X

)tg x

d) lim (e* + x3)Vx

1+x

X

|

b) lim (cos x + sen x)V*



+oco
Q) Iim cosxin(gx)=(0-+o) = [im In(gx) _ (_) -
x = (m/2) x = (m/2) 1 +oo
cos x
1+1g°x
g x 1+ 19?2 x + 102
= lim _sr . lim —2g = hm XY x{ 5 87X _
x> (2 senx x—>m2 18" x x = (/2 1g* x
cos® x cos x
= lim cosx( +1)=0~1=O
x = (/2 g% x
b) lim (cos x + sen x)'/*. Tomamos logaritmos:
x =0
+ - +
lim In (cos x + sen x)Y* = [im In (cos x + sen x) _ Ji SenX*cosx
x—0 x—0 X x>0 COSX+senx
Por tanto:  /im (cos x + sen x)V/% = e
x—0
o lim (g x)*¥ Tomamos logaritmos:
X —>m/2°
_ _ ™ )
lim mUgx)X*~ = lim cosx-In(gx) =0 (ver apartado a))
X = m/2° X —=m/2°
Por tanto:  lim  (tg x)°¥ = ¢V =
X = T/27

d) lim (e* + x3)HV*, Tomamos logaritmos:
x—0

In (e* +x3) _ e+ 3t

lim In (e + xHV> = g Iim
x—=0 x—=0 X x>0 eX+ x93
Por tanto:  [im (e¥ + xHV¥ = ¢

x—=0
e lhm (1+xVY* Tomamos logaritmos:
X = +oo0
1 p n (1 +x ;
lim I +x)Y%= [Iim nd+x _ Iim _
v X —> Hoo X x> too 1+ X

Por tanto:  lim (1 +x)V¥=¢0=1
X — +oo

X
£ lim xln(llx)= lim xln(1+l)= lim ln(1+%) =

X —> +oo X = +oo X X —> +oo

=ln[ lim (1+l) ]=lne=1
x

X = +oo
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2 lim (1 —sen 2x)°983% = [im (1 — sen 2x)Y%8 3% Tomamos logaritmos:

x—0 x—0

—2 cos 2x
lim I (1 — sen 22023 = [im In(d-sen2x) _ . l-sen2x _
x—0 x—=0 1g 3x x—0 (1+tg2 3x) 3

Por tanto:  lim (1 — sen 2x)c08 3% = ¢=2/3
x—0

1\8x
h) lim (—) . Tomamos logaritmos:
x—=0

X

1)~ 1
lim In (—) = lim 1gxin (;) = lim ltgx(nx)) = Ilim

x—0

2 sen x cos x

1

1-cos x+x

2x2

-3
4

tg x

x—0 x—0 x—0
-1
_ —lnx _ _ sen? x _
= Ilim = lim ————= Ilim = lim
x—0 COSX x—=0 — x—0 X x—0
sen x Senzx
1\gx
Por tanto:  lim (—) =e0=1
x—=0\X
56 Halla los siguientes limites:
S igx—8
a) lim 1=€0S X b) lim ——> o lim
x>0 e*-1 x> n/2 sec x + 10 x>0
Q) fim LTCOX gy, SRX _
x—=0 e¥-1 x—=0 ev
1
g x—8 cos? x
b lim —2 T g X gy Lo
xom2 secx+ 10y qpn senx x —> /2 Senx
cos? x
_ 1-cosx+x% _ . senx+2x . cosx+ 2
o) Ilim — 5 = lim ———— = [im ————
x—0 2x x—0 4x x—0 4
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57 Calcula los siguientes limites:
1 1 1
a) lim - b) lim -
)x_>o(senx x) )x_>n/4 cos2x 1—(4x/m)
c) h’m( € —L)
xo1\le¥—e x-1
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=0

2

=2
3

sen x (—lnx) _
cos X



m = — =
sen x X

_ 1 1 _ x—senx _ . 1-cosx
a) |/ =
x =0

x—>0 Xxsenx X —0 Senx+ x cosx

g —sx 0
x50 COSX+ COSX—XSenx 2

b i ( 18X ) = gy A= XM —igx - cos2x
x 4\ cos 2x 1 — (4x/m) x4 (cos 2x) (1 — (4x/m))
4/ - LS 2X 5 Ig x - sen 2x
- im cos® x _2-4/n
x /4 =2 sen 2x(1 — (4x/m)) + cos 2x - (=4/T) 0

Hallamos los limites laterales:

_ P . 1 Ig X
lim [f(x) = —oo, lim [f(x) =+ |[siendo [(x)= - )
x— n/4*f x— rc/4*f J cos 2x 1 — (4x/m)
_ 1 o e-x—e—eX¥+e e x—ev _
o lim - = = lim ——— =
x—>1leX—e x-1 x—1 (e¥—elx-1 x—=1@-e(x-1
- lim e-e” = lim —e” -z 2L
xoleXx-—D+@-e) x-o1ex—-1+e*+e" e 2
58 cCalcula:
a) lim (el/.x + ez/x)x b) lim (el/x + ez/x)x
x— 0" x—0"

a) lim (eV* + e?*y Tomamos logaritmos:
x— 0"

lim In (el/x + ez/x)x = lim xn (el/x + 92/x) =(0 - +o0) =

x— 0" x— 0"
el/x . (—1/.%'2) + eZ/x . (—Z/XZ)
; In (eV* + e2/%) B elV/x 4 p2/x
= lim ————— = Iim =
x>0 1/x x>0 —1/x?
- Iim el/x + Zez/x (;) iim e*l/x +2 _ 2 _y
x50t el/x 4 p2/x x 0t e VY41 1

(® Dividimos numerador y denominador entre e2%).

Por tanto:  lim (eV¥ + e¥X)¥ = ¢2
x— 0"

b) lim (eV* + e?*)*. Tomamos logaritmos:
x— 0"

lim In (VX + 2%y = Imm xin (eV¥ + ¢2%) = (0 - —o0) =
x— 0 x— 0"
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1/x 2/x
= gy Inlerre” o

el/x 4 2p2/x (;) I 1 + 2el/x
x— 0 1/x x>0 eV e x50 1+ el

_1_,
1

(® Dividimos numerador y denominador entre el/%).

Por tanto:  lim (eV/X + eZ¥)¥ =l = ¢
x— 0

CUESTIONES TEORICAS

@ La grafica adjunta corresponde a la funciéon

60

derivada, f, de una funcién f.

o)
1

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f

y di si tiene maximo o minimo. /4 ‘
b) Estudia la concavidad y convexidad de f.

¢Tiene punto de inflexion?
a) Signo de la derivada:

j'/ < 0 . f ’ > O
- f12)=0

\ -2 /
Por tanto, la funcién f es decreciente en (—oo, —2)

es creciente en (=2, +oo)

tiene un minimo en x = 2.

b) Como f'(x) es una recta con pendiente %, entonces [f"(x) = % > 0.

Por tanto, f es una funcién concava. No tiene puntos de inflexion.

Encuentra una funciéon f cuya grafica no sea una recta y en la que existan
infinitos puntos en los que la recta tangente a la grafica de f sea y=1.
f(x) = cos x

Veamos que la recta tangente a f(x) en los puntos de la forma x = 2mk, con
keZ, es y=1.

fQnk) = cos Qnk) =1
f'x) =—=senx — [f'(Q2nk) =-sen (2nk) =0
La recta tangente es:

y=1
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61

63

Sea f(x) = ax + %, con a y b numeros positivos. Demuestra que el valor
minimo de f en (0, +=) es 2Vab.

b ax*—b

f’(‘x)=6l—ﬁ= 2
fx)=0 — ax’*-b=0 — x=4= %
S = 2L

X3

b

a

f”

>0 — en x= '\,% hay un minimo.
b b .
f- ” <0 — en x=- ) hay un maximo.

Ademids, [lim f(x) =+ y [lim [(x) = +oo.
x—0* X —> too

, b L
Luego, en x = |\[— se encuentra el minimo absoluto de f(x).
a

Este minimo vale:

b\_ .| b b=a\/z b\/;= _
f(a) T @+@m+mzm

Es decir, el minimo de f(x) en (0, +eo) es 2Vab.
Si la funcién f tiene derivadas primeray segundayes f'(a)=0y f'"(a)=0,

¢puede presentar f un maximo relativo en el punto a? En caso afirmativo,
pon un ejemplo.

Si puede presentar un maximo. Por ejemplo:

f(x) =-x* en x=0 estal que:
f1>0 /<0 fl(x0) = —4x3 S0 = —12x2

0
/ \ Por tanto: f(0) =0y f"(0) =0

En (0, 0) hay un maximo relativo.

Una funcion f es decreciente en el punto a y derivable en éL
¢Puede ser f'(a) > 0?
¢Puede ser f'(a) = 0?

¢Puede ser f'(a) < 0? Razoénalo.
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65

66

Si f es decreciente en x = a vy es derivable en él, entonces [(a) < 0.

Lo probamos:

J decreciente en a — signo de [f(x) — f(a)] #signode (x—a) —

o S W-fla
X—=da

Por tanto, f'(x) = [lim M < 0; es decir: f'(a) <0

)
x—=a X

Ejemplo: f'(a) = —x3 es decreciente en IR vy tenemos que:

{ S0 =0 (y f(x) es decreciente en x = 0)

/ — _ 2.2
fe0 = -3« S1(0) <0 para x#0

Si la derivada de una funciéon f es positiva en el punto x = 0, es decir,
f'(0) > 0, ¢para qué valores de h se puede afirmar que el incremento

JS() — f(0) es negativo?

J© =t AWZIO o

h—0

— signo de [f(h) — f(0)] = signo de h (para h “préximo a cero”)

Luego, si f(h) — f(0) <0, ha deser h<O0.

La funcién |x| (valor absoluto de x), ;presenta un minimo relativo en al-
gin punto? ;En qué puntos es derivable? Razonalo.

—x si x<0, ,o5_)-1 si x<0
x si x>0’ S {1 si x>0

G0 = || - {

f(x) no es derivable en x =0, pues f(0) =-1#/(0")=1.
Por tanto, [ es derivable para x # 0.

x| Pero f(x) presenta un minimo relativo en x =0,
yo pues f(0) =0 <f(x) si x#0. De hecho, es el
1 minimo absoluto de f(x).

En la ecuacion de la recta y = mx + b, explica como se determinarian los
nimeros m y b para que sea tangente a la grafica de la funcion y = f(x)
en el punto en que esta tiene de abscisa p.

La ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en x=p es:
y= P + [P (x-p); es decir:
y=r"®x+fp)-p-f@pl
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69

Por tanto, si la recta es y = mx + b, tenemos que:

m=f'p) b=fp)-p-fp)

Un polinomio de 3¢ grado ax3 + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en
el punto x = p. Ese maximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la fun-
cion? Razonalo.

Un polinomio de tercer grado no tiene miximo absoluto.
Veamos por qué:
e Si f(x)=ax3+bx*+cx+d, con a>0, entonces:

lim f(x) =+e0 — f(x) no tiene maximo absoluto.
X —> +oo

°Si f(x) =ax3+bx*+cx+d, con a<0, entonces:
lim f(x) =+ — [f(x) no tiene maximo absoluto.

X —>—c0

Si la derivada de una funciéon f es positiva para todos los valores de la va-
riable, ;puede haber dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b)?
Razoénalo.

No es posible, si la funcion es derivable (y nos dicen que lo es, pues f(x) >0 pa-
ra todo x).

Lo probamos por reduccion al absurdo:
Supongamos que existen dos nimeros distintos, a y b, tales que f(a) = f(b).

J(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, en el
que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f’(x) > 0 para todo x.

Si f"(x) >0 paratodo x del dominio de f, ;qué podemos decir de la grafi-
cade f?

Serd una funcién concava.

De una funciéon f sabemos que f'(a) =0, f"(a)=0 y f"'(a) =5. ;Podemos
asegurar que f tiene maximo, minimo o punto de inflexion en x = a?

[ tiene un punto de inflexién en x = a.
Veamos por qué:
f"(@)=5>0 — [f" escreciente en x = a.

Como, ademas, f"(a) =0, tenemos que ["(x) <0 alaizquierdade a y f"(x)>0
a su derecha. Es decir, f(x) cambia de convexa a concava en x = a.

Por tanto, hay un punto de inflexién en x = a.
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Si f'(a) = 0, ¢cual de estas proposiciones es cierta?
a) f tiene maximo o minimo en x = a.
b) f tiene una inflexion en x = a.

c) f tiene en x = a tangente paralela al eje OX.

Si f'(a) = 0, solo podemos asegurar que f tiene en x = a tangente horizontal
(paralela al eje OX).

Podria tener un maximo, un minimo o un punto de inflexién en x = a.

Por tanto, solo es cierta la proposiciéon ¢).
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72 Si y = f(x) es una funciéon creciente en x = a, ;se puede asegurar que

g(x) =—f(x) es decreciente en x = a?
f(x) escrecienteen x=a — W > 0.
Como g(x) =—f(x), tenemos que:

g —gla) _ —fCo +fla) _ _(f(x) A ) <0

X —da X —da X —dad

— g(x) es decreciente en x = a

Se tiene la funcion:

si 2<x<-1

2 |=

S(x) = ,
X"-3 §i_1<x<0

Prueba que f satisface la hipoétesis del teorema del valor medio en [-2, 0] y
calcula el o los puntos en los que se cumple el teorema.

e Veamos que [f(x) es continua en [-2, 0]:
— Si x#-1 — f(x) es continua, pues estd formada por dos funciones continuas.

— Si x=-1:

o= g (L]
lim GO = lim (x) 1

x —-1" x—-1

2
lim [f(x) = lim (x_—S) =-1¢ [f(x) escontinuaen x=-1
x—-1" x—-1 2

S =-1

— Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].
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e Veamos que [(x) es continua en [-2, O]

— 8i x#-1y xe(=2,0), [ esderivable. Su derivada es:

-1 .
— si 2<x<-1
f’(x) — XZ

x si -1<x<0
— En x=-1, tenemos que:
) =<1 = 1)
Por tanto f(x) es derivable en (-2, 0).

— Su derivada es:

-1 .
G0 = =z si 2<x<-1

x si -1<x<0

e Como [f(x) cumple las hipotesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe
JO) - f(=2) _ 3/2-(1/2) _ -1
0-(2 2 2

algin punto, ¢ € (-2, 0) tal que [f'(¢) =

Calculamos c¢:

— ==L s 2<x<-
X

_ x=-2 e(=2 -1
11 x2=2<
2 2 x=N2 g2, -D

— [l =x si -1<x<0

1
x=——¢€(1,0
> -1, 0

— Por tanto, hay dos soluciones:

1
G=-=5 v c2=—\/5

74  ;Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcion:

f(x)={5x+1 six<1

ax?+bx+3 si x>1
cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?
e Calculamos ay b para que f(x) sea continua y derivable.
e Continuidad:
— S8i x#1 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =1, tenemos que:
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lim fQo = lim Gx+1) =06
x—1 x—1
Para que sea continua, ha de ser:

lim fQo) = I 2+bx+3)=a+b+
xz_r)nl#f(x) x@l(“x w3 =a 5 a+b+3=0, esdecir, a+b=3.

fD=a+b+3

e Derivabilidad:

si x<1

) . 5
— Si x#1 — [f(x) es derivable. Ademas: f'(x) = {2ax+ b osi x> 1

— En x =1, tenemos que:

"(17) =
?El ; Z b } Para que sea derivable, ha de ser: 2a+b =75
(1) = a +

e Con las dos condiciones obtenidas, hallamos a y b para que f(x) sea continua
y derivable:

a+b=3 | b=3-a
2a+b=5]| 2a+3-a=5 — a=2 — b=1
e Con estos valores de a y b, queda:

5 si x<1

4x+1 si x=>1

S5x+ 1 si x<1

G0 = { S = {

2x2+x+3 si x>1

f'(x)>0 paratodo x€R — f(x) escreciente — No existe ningin valor
de ¢ tal que f(0) =f(¢c) — No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hi-
potesis del teorema de Rolle en [0, cl.

75 1Lafuncion y= x3-5x2 + 3x—2, ;cumple las hipétesis del teorema del valor
S medio en el intervalo [0, 4]?

En caso afirmativo, di cuil es el x, que cumple la tesis.

f(x) = x3 —5x%+3x -2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego cum-
ple las hipétesis del teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en qué punto, o puntos, cumple la tesis:
f1(x) = 3x%—10x + 3

[fBH-fO _ -6-(2 _ -6+2 _
4-0 4 4

Sl ==1 — 3x>-10x+3=-1 — 3x’>—-10x+4=0

_10£V100-48 _ 10xV52 _ 10£2V13 _ 5+3
6 6 0 3

513 ~5+413

Hay dos puntos: x, =
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a) Si es posible, dibuja la grafica de una funciéon continua en el intervalo
[0, 4] que tenga, al menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un mi-
nimo relativo en el punto (3, 4).

b) Si la funcién fuera polinoémica, ¢cual ha de ser como minimo su grado?

a) Por ejemplo:

[ G A

I
b)Si f(x) es derivable, para que sea posible lo anterior, debe haber, al menos, otro

maximo y otro minimo.

Por tanto, la derivada se anularia, al menos, en cuatro puntos. Luego la funcion,
si fuera polinémica, tendria, al menos, grado 5.

¢Puede existir una funcion f definida en el intervalo I =[0, 5] continua en
todos los puntos de I, que tenga un maximo local en el punto x =3, pero
que no sea derivable en x = 3?

Si. Por ejemplo:
e f(x) es continua en [0, 5].

e e f(x) no es derivable en x = 3, pues

J'(3) # [1(39).

e f(x) tiene un maximo en x = 3.

Comprueba que f(x) = x3 —18x, definida en el intervalo [0, 3V2 ], verifica
las hipoétesis del teorema de Rolle y encuentra el valor c e (0, 3V2 ) para que

el f'(c)=0.

f(x) = x3 - 18x es derivable en todo IR; por tanto, es continua en [0, 3v2] y de-

rivable en (0, 3v2).

Ademas, f(0) =f(3\/§ ) = 0. Luego, verifica las hipotesis del teorema de Rolle en
[0, 3V2].

Existe, pues, un c € (0, 3v2) tal que f'(c) = 0.

e e e —x==V6 20,32
Lo calculamos: f'(x) =3x—-18=0 — x J_r\/g\x=\/€ € (0, 3¥2)

Por tanto, ¢ = 6.
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79 1Lafuncién f(x) = |cos x| toma en los extremos del intervalo [0, ] el valor
1. ¢Cumplira el teorema de Rolle?

cosx si 0<x<m/?R2 0 1
) es continua en [0, &
—cosx si M/2<x<Tm ’

S = {
Ademas, f(0) =f(n) = 1.

La derivada de f(x), si x# % es:

—senx si 0<x<m?2

S0 = {

senx si M2<x<T

Como ff(%_)z_l » f{(%Jr

=1, f(x) no es derivable en x = % € (0, m).

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, m); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

80 cCalcula a y b para que:

f(x)={“x_3 si x<4

—x2+10x—-b si x>4

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6]. ;Don-
de cumple la tesis?
e Continuidad:
— Si x#4 — [(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.
— En x =4, tenemos que:
lim f(x)= lim (ax—-3) =4a-3
x4 x—4 Para que sea continua, ha de ser:
lim f(x)= lim (—x*+10x—b) =24 — b | 4a—3=24—b; es decir:

x—4" x—4 da+bh=27
F =24—b

e Derivabilidad:

— Si x#4 — [f(x) es derivable. Su derivada es:

/ a si x <4
J1e = —2x+10 si x> 4
— En x=4:
1(47) =
@ =a } Para que sea derivable, ha de ser: a = 2
f1é4n =2
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e Uniendo los dos resultados obtenidos:

4a+b=27} a=2

a=2 b=19

e Portanto, si a =2y b=19, se cumplen las hipotesis del teorema del valor me-
dio en el intervalo [2, 6].
En este caso, quedaria:
2x—3 si x<4 si x<4

s {—xz +10x-19 si x> 4 S0 {—2’” 107 st x> 4

e Veamos donde cumple la tesis:

[O-f2) _5-1 _4 _,
6-2 4 4

2x+10=1 — x=%e(2,6)

La tesis se cumple en ¢ =

o \o

81 Sea f(x)=1-x%/3,

Prueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f'(x) no es nunca cero en el interva-
lo [-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice aparentemente el teore-
ma de Rolle.

-2
Jf'(x) = ——= — No existe [(0)
3Vx
Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el
teorema de Rolle.

@ Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tie-
ne que valer f(5) para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor me-
dio, podemos asegurar que existe ¢ € (0, 5) tal que:

o) = SO =)
f© 520

@ Calcula a, b y c para que la funcion:

f(x) = x2+tax+b si x<2
cx +1 si x>2

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ;En qué punto
se cumple la tesis?
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e Continuidad:
— 8i x#2 — [f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =2, tenemos que:

lim f(x)= lim (x> +ax+b)=4+2a+b

r=z =2 Para que sea continua, ha de
lim _f(x) = lim (cx+1)=2c+1 ser 4+ 2a+b=2c+1;

X2 X2 es decir: 2a + b—2c =-3

f2)=2c+1

e Derivabilidad:

— S8i x#2 — [f(x) es derivable. Ademais:

' 2x+a si x<2
S0 = c siox> 2
— En x=2:
(2~ =4
;EZ; +“} Para que sea derivable, ha de ser: 4 +a=c¢
127 = ¢
e f(O =10
@) = e+ [ PTAerd

e Para que se cumplan las hipotesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cumplir-
se que:

2a +b—-2c=-3 a=-3
4+a=c b=5
b=4c+1 c=1

En este caso, seria:

2x—3 si x <2

f/(X)z{l siox>2

y se cumplirian las hipotesis del teorema de Rolle.
e Veamos donde se cumple la tesis:
=0 - 2x-3=0 — x=%e(0,4)

Por tanto, la tesis se cumple en x =

3
=

84 Enuncia el teorema de Rolle. ;Es posible asegurar, utilizando dicho teore-
ma, que la funcién f(x) = sen(x?) + x> es tal que su derivada se anula en al-
gin punto del intervalo [-1, 1]? Justifica la respuesta.
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e Teorema de Rolle: Si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b)
con f(a) = f(b), entonces existe algin punto ¢ € (a, b) tal que [f'(¢) = 0.
e Si f(x) = sen (x?) + x2, tenemos que:
— Es continua en IR; vy, por tanto, en [-1, 1].
— Es derivable en IR, f'(x) = 2x cos (x?) + 2x; y, por tanto, en (-1, 1).
— Ademds, f(-1 = /(1) =(sen 1) + 1.
Luego, cumple las hipdtesis del teorema de Rolle.

Por tanto, podemos asegurar que existe ¢ € (-1, 1) tal que f'(¢) = 0.

En cada uno de los ejemplos que se dan a continuacion, es f(a) = f(b) y, sin
embargo, no hay ningin nimero z € (a, b) para el que sea f'(2) = 0.

Explica, en cada caso, por qué el ejemplo no va en contra del teorema de Rolle.

a)f(x)=%, [a, b] = [-2, 2] b) f(x) =1- | x|, [a, bl = [-1, 1]

a) f(x) no es continua ni derivable en x = 0 € (-2, 2), pues no esta definida en
ese valor.

1 si -1<x<0

-1 si 0<x<1

1+x si -1<x<0

b) f(x) = {1 J'Co = {

—x si 0<x<1

f(x) no es derivable en x =0 € (-1, 1); puesto que f'(00) =1 # (0" = -1.

Pagina 327

86 Calcula b para que f(x)= x3—4x+ 3 cumpla las hipétesis del teorema de

Rolle en el intervalo [0, b]. ¢D6nde cumple la tesis?

f(x) es continua y derivable en IR; por tanto, es continua en [0, b] y derivable en
(0, b), cualquiera que sea el valor de b.
Para que cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en [0, ], ha de tenerse que
JO) = f(b).

S =3

S =b3—4b+3

/ b =0 (no vale)

b(b?2—4)=0=—b=-2 (no vale)

-

(Como consideramos el intervalo [0, &l, ha de ser b>0).

} b>—4b+3=3 — b3—-4b=0

Por tanto, el teorema de Rolle se cumple en [0, 2].
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Veamos donde cumple la tesis:

fl(x)=3x2_4=0 —> x=% - X =+

ry

Do
UG<‘
JON]

La tesis se cumple en ¢ = '\’% € (0, 2); es decir, ¢ = 2 .

W

PARA PROFUNDIZAR

87 Si de un disco metalico quitamos un
sector circular, podemos construir ‘
Q

un vaso conico.

Determina el sector circular que de-
bemos quitar para que el volumen
del vaso sea maximo.

e Longitud de la circunferencia de la base del cono:

2RO _ Ra

L=2mr= =60 "7 360

22
e Altura del cono: h = VR? — 12 = A|R?> - Ro” LV129600 —o?
129600 360

e Volumen del cono:

o Tep o ® LR R 155600 of - l(i)5V1z9600u4 Zab
3 3 3602 3060 3\ 360

e Hallamos o para que el volumen sea maximo:

R )3 51840003 — 602
2

360 V12960004 — of

Vi =0 — 51840003 — 60 =0

/oc=0

o = 293° 56' 20"

N o = —293° 56' 20"

I
l = =
(v 3

603(86400) — 0®) = 0
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El maximo se alcanza en o = 293° 56' 20" (la derivada es positiva a su izquierda
y negativa a su derecha, y estamos considerando x entre 0° y 360°).

rV3
3

Asi, el cono tendra radio r = RT\% y altura h =

2mR3 N3
27 '

Su volumen seria

Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 cm y, uniendo sus extremos, se forma
un tridngulo. Determina el instante entre las 12 h y las 12 h 30 min en el que
el area del triangulo es maxima.

& ;Qué dngulo recorre la aguja boraria en t minutos? ;Y el minutero? ;Cudl es el
dngulo que forman entre las dos en t minutos?

e La aguja horaria recorre un dngulo de 360° en 12 horas; es decir, 0,5° en 1 minu-
to; o bien 0,5#° en ¢ minutos.

e El minutero recorre 360° en 1 hora; es decir, 6° en 1 minuto; o bien 67° en ¢ mi-
nutos.

e Al cabo de ¢ minutos, las dos agujas formaran un angulo de o = 61° — 0,5¢° = 5,51°.

e El drea del tridangulo sera:

7 n

4-6-sen(551)
2

Area = =12 sen (5,51)

0

A() =12 sen (5,51) o

e Hallamos el maximo de A(¢), teniendo en cuenta que ¢ € (0, 30) (pues estamos
considerando entre las 12 h y las 12 h 30 min):

*
AW =1255 cos(550 =0 = 550=90 — 1= 2% =

= 16,36 = 16 minutos y 22 segundos

) (Si igualamos 5,5¢ a un dngulo mayor de 90°, obtenemos > 30 min).

(En t = 16,36 minutos hay un maximo, pues la derivada es positiva a su izquier-
da y negativa a su derecha).

Por tanto, el tridngulo de drea méxima se forma a las 12 h 16 min 22 segundos.

Comprueba que, en la funcién de proporcionalidad inversa f(x) = %, se tie-
b) —
ne que el punto ¢, que cumple f'(c) = %, es, precisamente, la me-

dia geométricade a y b, c=Vab.
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f(C—Z

k
[ —fa) _ b
b

b—a b—a  ab(b—-a) ab

(Suponemos k>0, a>0, b>0).

90 Calcula el valor de k para que la expresion lim (e~ + kx)V/* seaiguala e%.
x—0

lim (e* + kx)V*. Tomamos logaritmos:

x—0

X ™) X
lim I (e + bo)Vx = o TR D etk 1tk g,
x—0 x—0 X x—0 e*+ kx 1

) Hemos aplicado la regla de L'Hopital.

Por tanto:  [im (e¥ + kx)V/¥ = el*x
x—0

Para que sea igual a e* ha de ser:

elW=et 5 1+k=4 — k=3

91 En una circunferencia de radio » se traza la tangente en un punto cualquie-
ra C yuna cuerda AB paralela a dicha tangente. Obtenemos, asi, un trian-
gulo ABC cuya area queremos que sea la mayor posible.

3

Demuestra que, para ello, la distancia de C ala cuerda debe ser > del radio.

e La altura del tridngulo ha de ser mayor c
que el radio, pues, si trazamos la cuerda i
por A'B’, podemos conseguir otro trian- X
gulo con la misma base, AB, y mayor al-  -----¢ --------------
tura; y, asi, con mayor area. T )

)
'
'

o
'
'
'

e Expresamos el area del tridngulo en fun-

I
I
I
I
. ~
1
I
I
I
h

cion de x:
altura = x+r A y B
base = 2y

5 —  base = 2Nr? — x2
y=Nr*—x

Area =

20t PN (s N2 o2

Ao = (x+ NP —=x%;, xel0,n
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e Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el maximo:

2 _ 2
A0 =Nt (eb ) X Xl xrn
X 7 X X+ Zrz—xz m

—xi-x?orx _ 2xF—x+ P

72 _ 52 72 _ 52

72

A) =0 > 2x2—rx+r:=0

r+ A2 + 82 _ N2 px3r X (no vale)
—4 —4 4 T~x=-2r/~4=1/2

X =

(En x= L~ hay un miximo, pues A'(x) > 0 a la izquierda de este valor y

A'(x) <0 a su derecha).

. r . .
e El maximo se alcanza en x = > Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que

es la altura del triangulo, es:

e Observacion:

Vamos a calcular la longitud de los lados del triangulo:

2
AB=base=2m=2'\'72—% NEY

2 2
AC= BC m\/c—m(%) =\/r2-”—+9i -3

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que
nos da el area maxima es el tridngulo equilatero.

@ De la funcion f(x) definida y
§ en[-3, 3] se conoce su grafica,
dada por:

a) Estudia la continuidad de la funcion.
b) Estudia la derivabilidad de la funcion.

c) Dibuja razonadamente la grafica de f'(x).
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a) La funcién es continua en todo su dominio, excepto en x = 1; puesto que:

lim f(x) =2
x—=1
En x =1 hay una discontinuidad de salto finito.
lim f(x) =1
x—1"

b) La funcion es derivable, exceptoen x=0 yen x = 1.
En x =0 hay “un pico”; es decir, f/(00) #f'(0").

En x =1 no es continua la funcion; por tanto, no puede ser derivable.

9) Y

o1

|
o
|
)
|
—
e
N
W

PARA PENSAR UN POCO MAS

93 En una semicircunferencia de diimetro
AB = 2r se traza una cuerda CD paralela a C D
AB. ¢Cual debe ser la longitud de esa cuer-
da para que el area del trapecio ABDC sea
maxima?

A B

e Llamamos x a la mitad de la base CD; es
decir, a la mitad de la longitud de la cuerda.

e La altura del trapecio sera:

h=r:—x?

A

e El 4area del trapecio es:

Area = —(2r+§x)~h =(r+x) - h=0+x - Vr:-x?

A = (r+x) - \NrP—x?, xe€(0,r

Esta funcion es la misma que obtuvimos en el ejercicio 91; por tanto, alcanza el

P r . . o s
mAximo en x = — (ver dicho ejercicio).
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e Asi, la longitud de la cuerda es 2x = 7, es decir, CD = r.

Observacion:

Si completamos la figura de forma simétrica,
obtenemos un hexagono de area maxima ins-
crito en una circunferencia. Veamos que se
trata de un hexagono regular:

CD=r
e L
4 4

2 2 2
e AT

Luego el lado del hexdgono es r, igual al radio de la circunferencia.

Por tanto, el hexdgono inscrito en una circunferencia que nos da el drea maxima es
el hexdgono regular.

94 En la figura del problema anterior, llama-
mos E al punto medio del arco CD vy di-
bujamos el pentagono ACEDB. Calcula la
longitud de la cuerda CD para que el area
del pentagono sea maxima.

A B

e Llamamos x a la mitad de la longitud de la
cuerda CD.

e El 4rea del pentagono es igual a la suma de
las dreas del trapecio CDBA vy del tridngulo

CDE:
h=r*—x?
Area = (Zr+§x)‘h + Zx-(;’—h) =(r+x) Nt —x2 + x(r—\Nrr—x?%) =

=M + Nt — &2 +xr—M = xr + r\r2 —x2 = rlx+ Vr2 - x2]
AQo) = rlx+ V2 —x2], xe(,n

e Hallamos el maximo de A(x):
—2x ]=V[\lr2—x2—x]
N2~ x2 V2 = x2

A =0 > Vr2-x?2-x=0 - Vrr-x?=x

Al = r[l .

2 2 _

— x2 = x?

r > 12=2x%2 5 x=1\— =
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(No consideramos la raiz negativa, pues x € (0, 7).

rN2
2

A'(x) <0 a su derecha).

(En x = hay un maximo, pues A'(x) > 0 a la izquierda de este valor y

e El maximo se alcanza en x = VTZ; es decir, la longitud de la cuerda para la que

obtenemos el 4rea maxima es CD = V2.

Observacion 1:

E Si completamos la figura anterior de forma si-
! métrica, vemos que obtenemos un octégono
regular:
: rN2/2 \2 o
Lo T sen o = = — o =45
N "
4 Vg B RN
" o " es decir: EOD = 45°

Ademas:
AN N AN
EOC = EOD — EOC = 45°
N PN
DOB = 90° — EOD = 45°
AN AR
COA = 90° — EOC = 45°
y OA=0C=0E=0D=0B=r
Por tanto, se trata de un octégono regular.
Asi, hemos obtenido que el octogono inscrito en una circunferencia que nos da el
drea maxima es el octégono regular.
Observacion 2:

En el ejercicio 91 obtuvimos el resultado para un triangulo, en el ejercicio 93 para
un hexdagono y en este ejercicio para un octogono.

En general, se tiene que el poligono de 7 lados inscrito en una circunferencia que
nos da el area maxima es el poligono regular de 7 lados.
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